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POSOUZENÍ VYBRANÝCH MOŽNOSTÍ ZEFEKTIVNÌNÍ
SIMULACE MONTE CARLO PØI OPÈNÍM OCEÒOVÁNÍ

To máš Ti chý, Vy so ká ško la báò ská – Tech nic ká uni ver zi ta Os t ra va*

1. Úvod

Fi nanè ní de ri vá ty pøed sta vu jí vý znam ný pr vek mo der ních fi nanè ních trhù. Zejmé na je -
jich pro støed nic tvím je možné vy so ce efek tiv ním zpù so bem re dis tri bu o vat rùz né dru hy
fi nanè ní ho ri zi ka mezi jed not li vé úèast ní ky trhu. Zde hra jí vel mi dùležitou roli opce –
fi nanè ní de ri vá ty ne li ne ár ní ho typu, tedy ak ti va s ne sy me t ric kým roz ložením práv a po -
vin nos tí mezi stra ny kon trak tu. Prá vì opce umožòují pøe nést pou ze tu èást ri zi ka, kte ré
se daný sub jekt chce vzdát èi kte rou chce na o pak zís kat. Jsou tak ne díl nou sou èás tí tzv.
risk ma nage men tu neboli øízení rizik.

Øí ze ní fi nanè ních ri zik je ne zbyt né jak pro fi nanè ní in sti tu ce jako jsou ban ky, po -
jiš•ovny nebo in ves tiè ní spo leè nos ti, tak pro ne fi nanè ní in sti tu ce, je jichž zá klad ním po -
slá ním je vý ro ba èi po sky to vá ní služeb. Ne fi nanè ním in sti tu cím umožòuje efek tiv ní
øí ze ní fi nanè ní ho ri zi ka uvol nit fi nanè ní i lid ské ka pa ci ty a plnì je sou støe dit na pro vo -
zo vá ní èin nos tí, pro kte ré byly založeny. Ob dob nì vhod né využití fi nanè ních de ri vá tù
umožòuje fi nanè ním in sti tu cím ome zit ri zi ko ne do stat ku kapitálu a souvisejících
problémù s likviditou, které mohou vést k úpadku.

Efek tiv ní využívá ní fi nanè ních de ri vá tù v eko no mi ce je pod mí nì no jak do sta teè ný -
mi zna lost mi ohled nì cha rak te ru pod kla do vé ho pro ce su ak ti va a tedy mo de lo vá ní jeho
bu dou cí ho vý vo je, tak do stup nos tí rychlých a spolehlivých metod oceòování.

V sou vis los ti s ros tou cí vo la ti li tou a vzá jem nou pro vá za nos tí díl èích seg men tù fi -
nanè ních trhù ros te po tøe ba exis ten ce mo de lu, kte rý by umožnil efek tiv ní a jed no znaè né 
mo de lo vá ní vý vo je pri már ních fi nanè ních ve li èin a zá ro veò by jeho vy já d øe ní bylo do -
sta teè nì sro zu mi tel né. Kla sic kým a až do ne dáv né doby prav dì po dob nì nej ví ce užíva -
ným mo de lem pro po pis vý vo je cen fi nanè ních ak tiv byl ge o me t ric ký Brow nùv po hyb
(GBM) založený na nor mál ním cha rak te ru prav dì po dob nost ní ho roz dì le ní vý no sù.
Aè ko liv již dlou ho bylo zná mo, že je uve de ný pøed po klad pøí liš sil ný (viz na pøí klad
Fama, 1965), až te prve v sou vis los ti s po stu pem glo ba li za ce a cel ko vým vý vo jem fi -
nanè ních trhù kon cem 20. sto le tí pøe stal ten to mo del vy ho vo vat. Do té doby se totiž zdál 
po sta èu jí cí pøí stup tzv. im plied vo la ti li ty – viz na pøí klad Ma c be th a Merville (1979)
ohlednì základních zjištìní o implikované volatilitì nebo Rubinstein (1985) èi (1994)
ohlednì aplikace pøi oceòování opcí.

Jako za jí ma vé al ter na ti vy se uká za ly zejmé na mo de ly z obec né sku pi ny Lé vy ho pro -
ce sù, kte ré umožòují mo de lo vat i vyš ší mo men ty prav dì po dob nost ní ho roz dì le ní vý -

* Významná èást tohoto pøíspìvku vznikla v rámci projektu Èeské Grantové Agentury, GAÈR:
402/08/1237.



no sù (šik most a špi èa tost), zpra vi dla pro støed nic tvím ne ko neè né in ten zi ty sko kù
a pøí pad nì se tak zce la obe jít bez di fúz ní složky. V rám ci eko no mic kých in ter pre ta cí nì -
kte rých Lé vy ho mo de lù (VG mo del, NIG mo del), blíže viz Cont a Tan kov (2004), prá vì
sko ky mo de lo va né ur èi tým vnitø ním sub or di ná to rem pøed sta vu jí eko no mic kou in ten zi -
tu, tedy pøí chod no vých in for ma cí s vý znam ným vli vem na cenu ak ti va. Ne vý ho dou
tìch to mo der ních modelù je jejich složitost a nedostateèné prozkoumání efektivních
postupù souvisejícího modelování a oceòování. 

Obecnì lze pøírùstek ceny finanèního aktiva vyjádøit prostøednictvím stochastické
diferenciální rovnice. Cenu odvozeného derivátu lze následnì za pøedpokladu
nemožnosti arbitráže a na základì replikaèního portfolia formulovat prostøednictvím
pøíslušných parciálních diferenciálních rovnic.

Problémem zmiòovaných Lévyho modelù je jednak více zdrojù nejistoty, a tedy
problematické vytvoøení replikaèního portfolia, dále pak obtížná øešitelnost
formulovaných rovnic. I v pøípadì nejjednodušších problémù (evropská call opce) je
zpravidla nutná aplikace pokroèilých metod matematické analýzy.

Alternativním postupem, jak urèit teoreticky správnou cenu opce, je simulace
Monte Carlo. Tato metoda, poprvé uvedená za úèelem urèení ceny opce Boylem (1977), 
umožòuje relativnì snadné urèení ceny i v pøípadì komplexních výplatních funkcí
evropských opcí. Jelikož metoda Monte Carlo v základním vyjádøení vyžaduje realizaci 
velkého množství nezávislých scénáøù, byly postupem èasu v rùzných vìdeckých
disciplínách nabídnuty mnohé postupy s cílem snížit pøedpokládanou chybu odhadu,
a tedy i nutný poèet realizovaných scénáøù, a èasovou nároènost.

Cílem této práce je aplikovat, ovìøit a posoudit efektivnost vybraných postupù
simulace Monte Carlo pøi odhadu ceny evropské call opce jak v klasickém prostøedí
urèeném BS modelem (geometrický Brownùv pohyb, Black a Scholes, 1973), tak
v prostøedí komplexních procesù zohledòujících šikmost a špièatost podkladových
výnosù – konkrétnì budeme pracovat s VG modelem (variance gamma model,
v symetrické podobì definován v Madan a Seneta (1990) a dále rozšíøen pro pøípad
asymetrie výnosù v Madan a Milne (1991) a Madan et al. (1998)) a NIG modelem
(normal inverse Gaussian model, Barndorff-Nielsen, 1995). Evropská call opce byla
zvolena proto, že je známa analytická formule pro urèení její hodnoty – je tak
usnadnìno vyhodnocení studovaných postupù.

V úvodních kapitolách èlánku jsou prezentována základní východiska oceòovaní
opcí a principy simulace Monte Carlo z pohledu opèního oceòování. Kapitola 4 je poté
zamìøena na aplikaci a ovìøení vybraných postupù simulace Monte Carlo (MC) – pøímé
simulace (PMC), metody protikladných promìnných (AVMC) a metod stratifikova-
ného výbìru (SSMC a LHSMC), vèetnì kombinace obou poslednì jmenovaných
postupù – pøi odhadu teoreticky správné ceny call opce v rámci BS modelu, VG modelu
a NIG modelu. 

2. Principy oceòování opcí

Hodnota opce je jednoznaènì urèena v okamžiku jejího uplatnìní na základì stanovené

výplatní funkce Y v závislosti na hodnotách podkladových faktorù S. Je nutné
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rozlišovat evropské opce, které je možné uplatnit pouze v jednom okamžiku, oznaème
jako T – doba zralosti, a opce americké, které lze uplatnit kdykoliv od vystavení.1 

Obecnì mùžeme hodnotu opce v èase t < T zapsat takto:

V dft = × ×exp[ ] [ ( )].t E Y ST  (1)

Zde Vt pøed sta vu je cenu opce v èase t, t ozna èu je dobu do zra los ti, t = T –  t, df ur èu je
diskont ní fak tor a ST  je cena pod kla do vé ho ak ti va v dobì zralosti. 

Klíèovým prvkem oceòování opcí je zvolení správného diskontního faktoru
a identifikace náhodného procesu, s jehož pomocí lze modelovat vývoj podkladového
aktiva. V naprosté vìtšinì pøípadù dochází k oceòování opcí v rámci rizikovì-neutrál-
ního prostøedí specifikovaného pravdìpodobnostní mírou Q – diskontní faktor
i oèekávaný pøírùstek rizikového aktiva jsou tedy urèeny na základì bezrizikové sazby
r. Pak:2

V rt
Q= - × ×exp[ ] [ ( )]t E Y ST   (2)

a

E Q r[ ] exp( ) .S ST t= × ×t   (3)

Co se týèe ná hod né ho pod kla do vé ho pro ce su, stan dard ním pøed po kla dem je, že vý -
no sy mají nor mál ní prav dì po dob nost ní roz dì le ní. Vhod ným pro støed kem pro vy já d øe -
ní dy na mi ky ceny pod kla do vé ho ak ti va ve vel mi krát kém èa so vém úse ku dt v ri zi ko vì
ne ut rál ním pro støe dí pro to je následující stochastická diferenciální rovnice:

dS r S dt S dW= × × + × ×s .   (4)

Tak to s vy ja døu je smì ro dat nou od chyl ku vý no sù ceny ak ti va a dW je Wi e ne rùv pro ces
na bázi nor mo va né ho nor mál ní ho roz dì le ní prav dì po dob nos ti, tj. dW dt= ×e a e ÎN [ , ]01 .

Za pøed po kla du, že je vý nos ak ti va pøi pi so ván spo ji tì, a po zo hled nì ní Itôo vy lemy, lze
na bázi  (4) for mu lo vat cenu ak ti va v èase T takto:

S S r WT t= × - × + ×exp[( ) ],s
tt s

2

2
  (5)

kde - ×( )s t2 2  za jiš•uje plat nost (3).

Za úèelem efektivnìjšího vystižení vývoje podkladového aktiva (zohlednìní
šikmosti a špièatosti výnosù) je možné využít nìkterý z Lévyho procesù. Nyní uvedeme
exponenciální Lévyho model:

S S r XT t= × - × +exp[( ) ]w t t  ,   (6)

1 V tomto èlánku se budeme zabývat pouze opcemi evropskými s nejjednodušší výplatní funkcí kupní 
(call) opce na jedno podkladové aktivum typu akcie bez dividendového výnosu.

2 Výraz  EQ [ ]x pøedstavuje oèekávání uèinìné na základì množiny rizikovì neutrálních
pravdìpodobností Q ohlednì náhodné velièiny x. Pro úèely tohoto èlánku budeme pøedpokládat, že
množina Q existuje a je jedineèná.



kde w pøed sta vu je kom pen zaè ní složku,e t=exp[ ]X  , tedy opìt je za ru èe na plat nost (3),

a X t  ozna èu je Brow nùv po hyb øí ze ný ji ným Lé vy ho pro ce sem l( )t  se støed ní hod no tou

pøí rùst ku q a vo la ti li tou J : 

X t q t) J e t)= × + × ×l l( (   (7)

Složka l( )t   tak pøed sta vu je tzv. sub or di ná tor (vnitø ní øí dí cí pro ces). 
Složku l( )t  je nutné zvolit takovým zpùsobem, aby její hodnota byla vždy pozitivní

– jedná se o svého druhu vnitøní èas, který vyjadøuje ekonomickou aktivitu. Vhodným
proto jsou prvky z gama rozdìlení, což vede ve VG model, nebo inverzního Gaussova
rozdìlení, což vede v NIG model.3

Poté, co zvolíme vhodný model pro popis budoucího vývoje ceny podkladového
aktiva, je možné se buï vrátit ke vztahu (2) nebo pøikroèit k formulaci hedgingového
(replikaèního) portfolia.

V pr vém pøí pa dì je ope rá tor oèe ká vá ní na hra zen in te gra cí pøes pøí sluš nou prav dì -
po dob nost ní míru (na zá kla dì dané funk ce hus to ty). Opro ti tomu ve dru hém pøí pa dì se
do stá vá me k for mu la ci par ci ál ní di fe ren ci ál ní rov ni ce, pøí pad nì par ci ál ních in te gro-di -
fe ren ci ál ních rovnic (je-li napøíklad nutné vyjádøit kumulaci skokù).

2. Simulace Monte Carlo

Pøed po klá dej me, že w pøed sta vu je ur èi tý bu dou cí stav, W  je množina všech možných bu -

dou cích sta vù, pøi èemž wÎW , a vý pla ta v dobì zra los ti Y je zá vis lá prá vì na kon krét ní hod -

no tì w, Y( )w . Pak lze (2) vy já d øit jako in te grál pøes množinu všech bu dou cích sta vù w, 

V e e dQt
r Q r= × = ×- × - ×

ò
t ty w wE [ ( )] ( )Y

W

.   (8)

Chce me-li zís kat od had ceny opce , pak sta èí zkon stru o vat (na si mu lo vat) do sta teè né 

množství re le vant ních bu dou cích sta vù w. Oznaè me N jako množství na si mu lo va ných
bu dou cích sta vù ne bo li ná hod ných scé ná øù vý vo je. Pak pro N ® ¥ platí, že

V V e
N

t t
r Q

i

N
i» = ×- ×

=
å$ ( ) .( ) ( )t w

1

1

Y   (9)

Zde Y ( ) ( )( )Q iw  oznaèuje výplatu opce v dobì zralosti v rámci rizikovì neutrálního

prostøedí v závislosti na w pro i–tý scénáø vývoje.
Postup je proto následující. Pro každý scénáø vývoje je nejdøíve urèena výplata opce

v závislosti na hodnotách relevantních stavù pøi rizikovì neutrálních oèekáváních.
Následujícím krokem je zprùmìròování všech budoucích hodnot výplatní funkce opce.
Nakonec dochází k diskontování tohoto prùmìru bezrizikovou úrokovou sazbou r.
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3 V obou pøípadech lze komplexní Lévyho proces rovnìž získat jako rozdíl dvou nezávislých prvkù
z gama rozdìlení o odlišných parametrech (VG model), respektive vhodnou kombinací tøí prvkù
z normovaného normálního rozdìlení.
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(Poøadí posledních dvou krokù lze pøevrátit.) Zjištìná hodnota odpovídá odhadnuté
cenì opce.

Relevantním budoucím stavem je zde mínìn každý stav, který mùže nìjakým
zpùsobem ovlivnit výplatu opce v dobì zralosti. V závislosti na tom, které faktory
ovlivòují cenu opce, se bude jednat o budoucí vývoj ceny akcií, úrokových sazeb,
mìnových kurzù apod.

Je zøejmé, že v pøípadì jednoduché plain vanilla opce evropského typu se jedná
pouze a jen o cenu podkladového aktiva v dobì zralosti. Tedy w( ) ( )i

T
iS@ . V tomto

pøípadì stavy (ceny) v prùbìhu životnosti koneènou výplatu a tedy ani cenu opce
neovlivòují. Znatelnì odlišná je situace v pøípadì opcí typu PD – tj. opcí, jejichž výplata
závisí na cestì sledované cenou podkladového aktiva po dobu životnosti opce. Zde je
nutné simulovat (zjistit) celou relevantní cestu ceny podkladového aktiva v èase.

Odhad ceny opce dle (9) pøi aplikaci pøímé simulace Monte Carlo (PMC) bude
možné považovat za dostateènì pøesný pouze pro velmi vysoká N – v øádu stovek tisíc
nezávislých pokusù. Zároveò je nutné mít na zøeteli, že s rostoucím N roste i èasová
nároènost simulace a urèení (odhad) ceny opce se stává nákladnìjším. Právì z toho
dùvodu byly vyvinuty mnohé techniky, zamìøené na snížení potøebného poètu
náhodných scénáøù nutných k dosažení stanovené chyby odhadu. Tyto techniky jsou
obecnì oznaèovány jako metody snižování rozptylu (variance reduction techniques). 

Základní pøehled metod, které umožòují zlepšit efektivnost simulace MC, uvádí
napøíklad Hull (2005). Problematika je detailnìji rozpracována zejména Glassermanem 
(2004), pøípadnì McLeishem (2005).

Z teoretického i aplikaèního hlediska nejjednodušší technikou pro snížení rozptylu
je metoda protikladných promìnných (AVM, antithetic variates method),
v souvislosti s oceòováním opcí poprvé uvedená Boylem (1977). Ta vychází ze
skuteènosti, že jestliže náhodný prvek ~ [ ; ]e ÎN 0 1  , pak rovnìž musí - e~ [ ; ]ÎN 0 1 ,

pøièemž dokonale negativní závislost mezi obìma prvky (korelace r = –1) výraznì
omezuje chybu odhadu.

Aplikace této techniky je jednoduchá. Pøedpokládejme, že je tøeba získat vektor
náhodných èísel z normovaného normálního rozdìlení o N prvcích, pøièemž je vhodné,
aby N  bylo sudé. Nejdøíve získáme daným algoritmem vektor o M náhodných prvcích, r
M ={~ , ..., ~ , ..., ~ }e e e1 i M , kde  ~ [ ; ]e ÎN 01  a M = N/2 Potøebný vektor o N prvcích pak

vytvoøíme sjednocením vektorù 
r
M a  –

r
M , tj.

r r
N = M È - 

r
M = - - -{~ , ..., ~ , ..., ~ , ~ , ... ~ ..., ~ }.e e e e e e1 1i M i M  (10)

Pøínos metody AVM se projevuje ve dvou smìrech. Jednak dochází k výrazné
èasové úspoøe – vynásobení pùvodního vektoru èíslem mínus jedna je zpravidla
znatelnì rychlejší, než generování nové øady èísel. Druhou vìtví, ve které se projevují
pozitiva tohoto pøístupu, je symetriènost pravdìpodobnostního rozdìlení vygenero-
vaných hodnot. Pro všechny pøípustné prvky bezpochyby platí, že (~ ~ ) / .e ei i- =2 0
Množina vygenerovaných náhodných èísel proto bude zcela jistì splòovat požadavek
nulové støední hodnoty a taktéž šikmost by mìla být nulová. Nevýhodou této metody
mùže být skuteènost, že ji lze aplikovat pouze pøi generování náhodných prvkù ze
symetrických rozdìlení (vèetnì rovnomìrných). 



Alternativnì lze sice generovat nejprve prvky z rovnomìrného rozdìlení R [0,1] a
následnì aplikací procedury inverzní transformace získat náhodné prvky ~x  splòující
charakteristiky požadovaného pravdìpodobnostního rozdìlení X, tj.

 ~ (~),x F uX= -1    ~ [ , ],u RÎ 01  ()

kde  FX
-1 pøedstavuje inverzní funkci k distribuèní funkci požadovaného rozdìlení X,

èasová nároènost však takto silnì roste. 
Další metoda snižování rozptylu generované náhodné složky je založena na sladìní

momentù (MM, moment matching) zvoleného øádu. Nutným požadavkem je znalost
oèekávané (tj. „správné“) hodnoty. Základní aplikace metody sladìní momentù
prezentovali Barraquand (1995), Boyle et al. (1997) nebo Duan a Simonato (1998). Na
obdobné bázi jako metoda sladìní momentù je založena i metoda øídící promìnné
(CVM, control variate method), viz Boyle (1977). Její aplikace je však více zamìøena
na øešení konkrétních problémù, jako je napøíklad urèení ceny asijských opcí
s geometricky stanoveným prùmìrem v závislosti na prùmìru zjištìném aritmeticky
(Kemna a Vorst, 1990). 

K vysoce efektivním, i když oproti metodì AVM složitìjším postupùm, patøí metoda 
stratifikovaného výbìru (SS, stratified sampling). Tato metoda umožòuje generovat
„náhodná“ èísla s takøka požadovanou charakteristikou i pro velmi nízká N. Další
pøedností je možnost využití i pro jiná než symetrická rozdìlení.

V zásadì existují dva pøístupy, jak tuto metodu aplikovat. První pøístup spoèívá
v rozèlenìní intervalu pøípustných hodnot na M subintervalù (stratas) pøímo takovým
zpùsobem, že pravdìpodobnost pøíslušnosti (výskytu) náhodného èísla bude stejná pro
všechny intervaly. Tedy, uvažujeme-li náhodné èíslo ~ [ ; ]e ÎN 01  , pak ~ ( ; )e Î - ¥ + ¥  .
Tento in ter val hodnot následnì rozèleníme na M subintervalù takovým zpùsobem, že 

      Pr{~ ( ; )}e e eÎ =+i i ip1 ,  p
M

i =
1

,   i M=1, ... ,   e e1 1= - ¥ ® + ¥+, ,M

Z tìchto intervalù jsou poté generována požadovaná náhodná èísla. Dìje se tak
s využitím náhodných prvkù ~u z rovnomìrného rozdìlení, ~ [ , ],u RÎ 01 . Tedy,

~ ~ ( ) .e e e e= + × -+i i iu 1 (12)

Pøitom lze stanovit, aby do každého z intervalù náležel jeden èi více náhodných
prvkù. Jestliže M = N, pak poèet subintervalù odpovídá požadovanému poètu náhod-
ných prvkù, tj. z každého z nich je vybrán právì jeden prvek. Oproti tomu, øeknìme, že
M = N/5. V takovémto pøípadì musí být z každého subintervalu vybráno právì 5
náhodných prvkù.

Nevýhodou je nutnost výpoèetních procedur s plus èi mínus nekoneènem (tj. krajní
subintervaly). Proto se mùže ukázat jako vhodnìjší pøejít k nepøímé metodì, využívající 
inverzní funkci k distribuèní funkci daného rozdìlení. U nepøímé metody stratifiko-
vaného výbìru jsou nejprve stratifikována náhodná èísla z rovnomìrného rozdìlení, 
~ [ , ]u RÎ 01 . Tedy, prvním krokem je rozdìlení jednotkového intervalu na subintervaly
s rovnocennými pravdìpodobnostmi. Následuje generování rovnomìrnì rozdìlených

náhodných èísel z jednotlivých subintervalù, ~
~

u
i

M

u

M
i =

-
+

1
. Koneèným krokem je
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provedení inverzní transformace cíleného pravdìpodobnostního rozdìlení dle (11),
v našem pøípadì normovaného normálního, F uN i

-1 (~ ) . 

Postupem, který dále rozpracovává metodu stratifikovaného výbìru, je metoda LHS 
(Latin hypercube sampling) poprvé uvedená v McKay et al. (1979) a dále analyzovaná
Steinem (1987). Tato metoda nachází uplatnìní zejména tehdy, je-li tøeba generovat dvì 
èi více navzájem nezávislých množin náhodných èísel. Metodu lze aplikovat jak pøi
generování množin náhodných èísel ze stejného rozdìlení, tak pøi generování složených 
procesù, tj. procesù, které jsou složeny z náhodných èísel z rozdìlení s rùznými
charakteristikami. Postup je obdobný k metodì stratifikovaného výbìru až na to, že je
nutné poøadí subintervalù náhodnì permutovat zvláš• pro každou promìnnou.

Zajímavou možností, jak dále snížit èasovou nároènost, je postup na bázi význam-
ných scénáøù. Vychází se z toho, že ne všechny scénáøe vedou k pozitivní výplatì opce.
Pro urèení ceny je proto postaèující generovat pouze takové vývoje podkladových
faktorù, které povedou k uplatnìní opce, tedy že Y( )ST >0 . V závislosti na konkrétní
výplatní funkci je možné rozdìlit interval pøípustných hodnot podkladových faktorù na
dva èi více subintervalù dle toho, zda dojde k uplatnìní opce. Napøíklad jednoduchá call 
opce bude uplatnìna jen pokud S KT > , na základì èehož lze urèit pravdìpodobnost, že
opce nebude uplatnìna, jako Pr( )S K aT £ = . Tento pøístup je vhodné spojit s metodou
inverzní transformace tak, že jednotkový interval rozèleníme pomocí a. Následnì
generujeme prvky rovnomìrnì rozložené v rámci intervalu [a,1] a vztah (11) pøechází v:

~ (~)x F uX= -1  ,   ~ [ , ],u R aÎ 1  (13)

4. Srovnání jednotlivých metod 

V této èásti je posouzena efektivnost vybraných metod simulace Monte Carlo pøi urèení
(odhadu) ceny evropské call opce v rámci klasického prostøedí dle Blacka a Scholese
(BS model) a pokroèilejších modelù VG (variance gamma) a NIG (normal inverse
Gaussian). Zvolená opce je typu ATM call, což zajiš•uje vysokou citlivost na zmìnu
vývoje ceny podkladového aktiva (gama je maximální), pøi S0 = K = 100, doba do

zralosti t = 0,1 (cca 5 týdnù, tj. 25 obchodních dnù), bezriziková sazba r = 0,05 p.a.
a volatilita výnosù ceny podkladového aktiva je pro zjednodušení pro daný interval

s =  0,14455, což je asi 45,7 % p.a. 
Zvažovanými pøístupy pro zvýšení efektivnosti pøímé simulace (PMC) jsou metoda

protikladné promìnné (AVMC), metoda stratifikovaného výbìru (SSMC), respektive
její rozšíøení pro více dimenzí (LHSMC), a jejich kombinace – tedy AV-SSMC,
respektive AV-LHSMC. Pokud to je možné, je rovnìž aplikována simulace na bázi
významných scénáøù – jsou generovány jen ty náhodné prvky, které mají za následek
významnost scénáøe vývoje, vedou tedy k pozitivní výplatì opce.

Za úèelem porovnání jednotlivých metod je zjiš•ován odhad hodnoty opce $V0,

$V0=
1

0
1N
V i

i

N
( )

=
å   (14)



kde horní index (i) oznaèuje i-tý scénáø, èasová nároènost všech N scénáøù a taktéž je
urèena normovaná chyba:4

SE( $V0) = 
$

( $ )( )s

N N
V Vi

i

N

=
-

-
=
å

1

1
0 0

2

1

/ N . (15)

Výsledky jsou prezentovány pro poèet (ne)závislých scénáøù N = 10x, kde x je zpravidla 2, 
3, 4, 5 a 6. Na závìr jsou ovìøeny intervaly spolehlivosti. Veškeré výpoèty jsou provádìny
pomocí softwaru Mathematica® verze 6.0.1 na stroji Dell XPS s operaèní pamìtí 2GB a
procesorem Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T7300@2.00GHz/2.00GHz pod systémem
Windows Vista. Vzhledem k urèitým zmìnám v efektivnosti jednotli- vých metod oproti
verzi programu Mathematica® 5.2 jsou zmínìny i nejvýznamìjší rozdíly.5 

BS model (geometrický Brownùv pohyb)

V rámci BS modelu pøedpokládáme, že se cena podkladového aktiva vyvíjí dle
geometrického Brownova pohybu (GBM), za úèelem ocenìní v rizikovì neutrálním
prostøedí:

S S S rT = = × - × + × ×+0 0 2

2

t
s t s t eexp[( ) ],  (16)

což po dosazení jednotlivých parametrù dává:

S ST = × -
æ

è
ç

ö

ø
÷× + × ×

é

ë
ê

ù

û
ú =0

2

005
0 457

2
01 0 457 01exp .

.
. . . e S 0 00054 014455× - + ×exp[ . . ].e

Dosazením do výplatní funkce opce, Ycall
vanilla

TS K= - +( ) , lze urèit, že aby byla

výplata pozitivní, musí být náhodný prvek z normovaného normálního rozdìlení

nepatrnì vìtší než nula, konkrétnì e > 0,037685. To urèuje, že pravdìpodobnost
uplatnìní opce, tj. že ST > K, je mírnì nižší než 0,5 (pøesnìji 0,48497). Tento poznatek
zužitkujeme pøi generování významných scénáøù.

Vzhledem k tomu, že výplatní funkce zde studované opce je dostateènì jednoduchá
a zároveò je pøedpokládán jednoduchý model GBM, lze urèit cenu opce i analyticky (na
základì BS modelu):

 V S N d e K N dr
0 0 600013= × - × × =+

- ×
-( ) ( ) .t , (17)

pøi

   d
S K r

± =
+ ± ×1 0

1

2

2n( / ) ( )s t

s t
  .
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4 Tento vztah aplikujeme pouze pro PMC a AVMC, kdy je však za V0 dosazován prùmìr zjištìný na
základì protikladných scénáøù. Pro úèely metod na bázi stratifikace je vhodnìjší odhadnout chybu
na základì více opakování odhadù ceny opce.

5 Pro detailní popis postupu výpoètu v Mathematica® viz http://homel.vsb.cz/~tic02/. 
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Za úèelem odhadu hodnoty opce aplikujeme metody PMC, AVMC, SSMC
a AV-SSMC jak pro všechny, tak jen pro významné scénáøe. Jednotlivé výsledky jsou
zachyceny v tabulkách 1 až 4. V levých sloupcích jsou uvedeny výsledky zjištìné na
základì generování všech pøípustných scénáøù, v pravé èásti pak pro scénáøe významné.

Za úèelem generování jen významných scénáøù je nutné nejdøíve urèit
pravdìpodobnost, s jakou opce (ne)bude uplatnìna. V našem pøípadì stanovíme
s ohledem na provedení simulace pro jednotlivá N pøíslušnou hranici jako a = 0,51
(pravdìpodobnost uplatnìní je zaokrouhlena nahoru na 0,49 – pøibližnì pùl procenta
významných scénáøù tak povede k nulové výplatì). Dalším krokem je generování prvkù 
z rovnomìrného rozdìlení R[a,1], pøièemž však poèet generovaných prvkù je jen 
p N a N× = - ×( )1 , tedy pøibližnì polovina oproti situaci, kdy jsou generovány veškeré
scénáøe. Na závìr je nutné násobit jak odhad ceny, tak chyby odhadu pravdìpodobností
uplatnìní p = 1 – a.

Dle výsledkù zjištìných pomocí aplikace metody PMC pro celý obor pøípustných
scénáøù (tabulka 1, levá èást) je zøejmé, že pro prvotní odhad ceny je postaèující
generovat nìkolik tisíc scénáøù vývoje se zanedbatelnou èasovou nároèností, chyba
však zùstává významná. Pro vìtšinu aplikací akceptovatelný výsledek (vèetnì chyby)
lze získat pøi poètu scénáøù okolo N = 1 000 000 s èasovou nároèností nìkolika sekund.
Postup na bázi generování jen významných scénáøù sice znamená snížení poètu scénáøù 
o nepatrnì více než polovinu, avšak vzhledem k nároènìjší proceduøe metody inverzní
transformace (urèování kvantilù normovaného normálního rozdìlení) je èasová
nároènost více než 25-krát vyšší. Odhadnutá chyba je pro stejné N pøibližnì polovièní,
viz tabulka 1, pravá èást.

Tabulka 1
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomocí PMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,492 0,9180 0,000 6,027 0,4120 0,012

1 000 5,531 0,2665 0,004 5,992 0,1506 0,110

10 000 6,043 0,0940 0,047 5,926 0,0480  1,107

100 000 5,999 0,0297 0,406 5,992 0,0156 10,967

1 000 000 5,998 0,0093 4,212 6,011 0,0050 109,372

Tabulka 2
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomocí AVMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,205 0,8008 0,000 5,728 0,1523 0,014

1 000 5,877 0,2169 0,004 5,955 0,0714 0,109

10 000 6,047 0,0716 0,047 5,978 0,0226  1,045

100 000 5,999 0,0227 0,359 5,990 0,0072 10,827

1 000 000 6,000 0,0072 3,869 6,000 0,0023 106,377



Tabulka 3
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomocí SSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,198 0,0689 0,016 6,153 0,0693 0,014

1 000 6,004 6×10-3 0,202 6,017 6×10-3 0,109

10 000 6,000 6×10-4 2,138 6,002 6×10-4 1,077

100 000 6,000 6×10-5 21,653 6,000 6×10-5 10,561

1 000 000 6,000 6×10-6 218,900 6,000 6×10-6 106,767

Tabulka 4
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomocí AV-SSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 6,229 0,0528 0,016 5,963 0,0556 0,015

1 000 5,995 5×10-3 0,203 6,003 5×10-3 0,110

10 000 6,002 5×10-4 2,168 6,003 5×10-4 1,029

100 000 5,999 5×10-5 21,173 6,000 5×10-5 10,546

1 000 000 6,000 5×10-6 213,686 6,000 5×10-6 106,159

Obdobné výsledky jsou patrné pøi aplikaci metody AVMC v plné formulaci (tabulka 2,
levá èást), stejnì jako pro generování pouze významných scénáøù (tabulka 2, pravá èást). Pøi 
prvé možnosti lze vypozorovat jak mírnou úsporu èasových nákladù, tak pokles chyby
odhadu o zhruba ètvrtinu. Generování pouze významných scénáøù se svou èasovou
nároèností blíží obdobnému postupu pro PMC, chyba je však zhruba polovièní. 

Tøetím aplikovaným pøístupem je metoda stratifikovaného výbìru, tedy ze všech tøí
zvolených metod postup teoreticky nejpøesnìjší a èasovì nejnároènìjší. Vzhledem
k nutnosti urèení chyby odhadu mùžeme aplikovat dva odlišné postupy: (i) každý
subinterval vyplòujeme N/M-krát;6 (ii) jednotlivé scénáøe vývoje generujeme
opakovanì, pøièemž odhad ceny je výsledek první série N pokusù $ ( )V0

1   a chyba SE je

zjištìna jako smìrodatná odchylka jednotlivých odhadù  $ ( )V k
0 , k = 1 až 1 000. Po ovìøení

je aplikována druhá možnost, která se pro odhad chyby jeví jako spolehlivìjší.
Dle výsledkù obsažených v tabulce 3 je zøejmé, že metoda poskytuje vysoce kvalitní

odhad s minimální chybou již pro nìkolik tisíc scénáøù v èase do jedné sekundy, pøièemž 
pøi generování pouze významných scénáøù, tj. stratifikace pravdìpodobností jen
v intervalu [a,1], lze èasovou nároènost dále snížit o pøibližnì polovinu (chyba odhadu
zùstává vzhledem ke specifikaci subintervalù v zásadì stejná).

Kromì uvedených bylo dále provìøeno spojení metod AVMC a SSMC. Po ovìøení
nìkolika variant (dva prvky soumìrné mezi stratami, dva prvky soumìrné uvnitø každé
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6 Je možné pracovat napøíklad s dvojicemi {10,10}, {100,10}, {200,50}, {1000,100} a {2000,500},
pøièemž {x,y} oznaèuje poèet subintervalù a náhodných prvkù v každém z nich.
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straty, více prvkù soumìrnì umístìných uvnitø každé ze strat, apod.) se jako
nejefektivnìjší ukázalo generování dvou symetricky vzdálených prvkù v každém
z intervalù. Právì tyto výsledky jsou prezentovány v tabulce 4. Výsledkem je o témìø
pìtinu nižší chyba oproti SSMC pøi obecnì mírnì nižší èasové nároènosti. 

Zde je nutné zmínit, že èasová nároènost pøi práci jen s významnými scénáøi jak
u SSMC, tak AV-SSMC se pøíliš neliší od odpovídajících hodnot pro PMC a AVMC,
avšak chyba je mnohonásobnì nižší. Je to dáno tím, že ve všech pøípadech nejprve
generujeme prvky z rovnomìrné rozdìlení, které následnì pøevádíme prostøednictvím
metody inverzní transformace na prvky splòující podmínky normovaného normálního
rozdìlení.

Poznámka k rozdílnosti verzí programu: generování souboru prvkù z normovaného
normálního rozdìlení je ve verzi 6.0.1 až osmkrát rychlejší oproti verzi 5.2; naopak pøi
generování prvkù z rovnomìrného rozdìlení došlo k zrychlení øádovì jen o desítky
procent, což pøi zachování pøibližnì stejné nároènosti urèení inverzní funkce
k normovanému normálnímu rozdìlení výrazným zpùsobem snižuje pøínos pokroèilé
metody stratifikovaných výbìrù i postupu na bázi významných scénáøù.

Ovìøení intervalu spolehlivosti pro BS model

Nezbytnou souèástí procedury simulace Monte Carlo je urèení intervalu spolehlivosti.
Tedy, získáme-li odhad ceny opce   $V0 , mìla by skuteèná cena ležet s pravdìpodobností 

(1 – a) v intervalu ohranièeném  V0
+  a  V0

- :

$ $ ( / )V V FN0 0
1 2± -= ± ×a SE . (18)

Tento vztah je založen na pøedpokladu normálního pravdìpodobnostního rozdìlení
odhadu. V této èásti jednak ovìøíme, zda je tento pøedpoklad platný, tj. nakolik je
urèený interval relevantní, a rovnìž ovìøíme, zda zjištìná hodnota parametru SE
skuteènì odpovídá chybì odhadu (smìrodatné odchylce).

Za tímto úèelem realizujeme pro jednotlivé metody k = 1 000 odhadù ceny derivátu,
pro zjednodušení pro N = 100 a N = 1 000 (nezávislých) scénáøù náhodného vývoje. Pak
musí (1 – a)k odhadù ležet uvnitø intervalu:

$ ( ) [ ( / )V V FN0 0
1 2a aÎ ± ×- SE;  V FN0

1 2- ×- ( / )a SE] . (19)

Již z grafického znázornìní pomocí histogramù (obrázek 1) je patrné, že výsledky
získané jednoduššími metodami (PMC, AVMC) naznaèují normální typ pravdìpodob-
nostního rozdìlení, kdežto metody postavené na stratifikaci (SSMC a AV-SSMC)
vedou k pozitivní šikmosti a rovnìž tìžším koncùm v pravé èásti spektra (grafická
podoba pøipomíná spíše lognormální pravdìpodobnostní rozdìlení). Pøi interpretaci
výsledkù je tak nutná vìtší obezøetnost.

Pro úplnìjší posouzení jsou jednotlivé výsledky detailnìji zaznamenány prostøed-
nictvím zjištìné smìrodatné odchylky odhadù, šikmosti a špièatosti a dolní a horní

meze intervalu urèeného pro a = 0,05 – vzhledem k obdobným výsledkùm pro blízké
postupy pouze pro metody PMC (tabulka 5) a SSMC (tabulka 6).



Obrázek 1
Pravdìpodobnostní rozdìlení odhadù ceny opce pøi k  = 1 000 opakování (N = 100 nahoøe, N = 
1 000 dole) pro PMC, AVMC, SSMC a AV-SSMC (zleva doprava

Tabulka 5
Ovìøení chyby odhadu dle PMC (BS model)

Parametr Odhad pro Ovìøení pøi Odhad pro Ovìøení pøi

N = 100 k = 1 000 N = 1 000 k = 1 000

Støední hodnota 8,350 6,027 5,897 6,023

Smìrodatná odchylka 0,954 0,926 0,284 0,291

Šikmost ––– 0,45 ––– – 0,020

Špièatost ––– 3,473 ––– 2,952

Dolní mez 4,148 4,380 5,444 5,447

Horní mez 7,852 7,983 6,556 6,554

Je logické, že støední hodnota odhadù pro k opakování je ve všech pøípadech
mnohem blíže teoreticky správné cenì. Co se týèe odhadu smìrodatné odchylky
výsledku (SE), pro metodu PMC je vcelku odpovídající v obou pøípadech, šikmost
a špièatost pak indikuje normální pravdìpodobnostní rozdìlení jen pro vyšší N.
Obdobnì interval zjištìný pro stanovené a vcelku odpovídá pøedpokladu jen pro
N = 1 000, zatímco pro N = 100 je zjištìný interval znatelnì posunutý. Po ovìøení
i dalších kombinací N a k lze øíci, že odhadnutý interval lze pro nižší N obecnì
považovat jako ménì pravdivý než pøi vyšším poètu scénáøù. Za pøedpokladu aplikace
metody SSMC (tabulka 6) je zøejmé, že smìrodatná odchylka musí odpovídat (dáno
zpùsobem urèení). Rovnìž není pøekvapivé, že støední hodnota odhadù je tentokrát
ještì blíže k pøedpokládanému výsledku. Co se týèe parametrù šikmosti a špièatosti,
pøíslušné hodnoty potvrzují závìr o nenormálnosti rozdìlení, který byl uèinìn na
základì grafických výsledkù. To má za následek zejména vzdálení se pravého okraje
intervalu.
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Tabulka 6
Ovìøení chyby odhadu dle SSMC (BS model)

Parametr Odhad pro Ovìøení pøi Odhad pro Ovìøení pøi

N = 100 k = 1 000 N = 1 000 k = 1 000

Støední hodnota 5,699 6,004 5,973 6,000

Smìrodatná odchylka 0,079 0,079 0,006 0,006

Šikmost ––– 1,782 ––– 1,603

Špièatost ––– 9,172 ––– 7,343

Dolní mez 5,870 5,903 5,989 5,992

Horní mez 6,130 6,180 6,011 6,017

VG model (Variance gama model)

V této èásti budeme pracovat s VG modelem, který umožòuje modelovat i vyšší
momenty pravdìpodobnostního rozdìlení výnosù ceny podkladového aktiva (šikmost
a špièatost). V rizikovì neutrálním prostøedí je dán vývoj ceny podkladového aktiva S takto:

 S S S r VGT t= = × × + ×+0 t t t) -w texp( ( ), (20)

pøièemž parametr w q J= - - -1 1

2

21 1
v

v vn( ) zajiš•uje, že E[ ] exp[ ]S S rT = 0 t  . Oproti

pøedchozímu pøípadu pøedpokládáme, že šikmost = – 0,80556 a špièatost = 4,14235.
Náhodný prvek VG(t) dle (7):

 VG(t) =  q J et t× + × ×g g ~,  (21)

zde tedy l( )t gº t , lze získat dvìma zpùsoby – buï jako øízený Brownùv pohyb (dále
V1), tj. kombinací nezávislých náhodných velièin { }~ [ ; ]; ~g G v

v
Î Ît e N[0;1]  , nebo

alternativnì jako rozdíl dvou nezávislých gama prvkù (dále V2).
V pøípadì zde studované opce lze její cenu  V SVG ( ; ; )t J  získat integrací ceny dle BS

modelu, V SBS ( ; ; )t s  , na základì funkce hustoty gama rozdìlení f gG ( ):
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Po dosazení pøíslušných parametrù q = – 2,00628, J = 0,34325, n = 0,02264

a w = – 1,90566 lze získat cenu opce jako V SVG ( ; ; )t J  = 5,7537.

Jednotlivé výsledky získané aplikací vybraných simulaèních postupù jsou uvedeny
v tabulce 7 (PMC), tabulce 8 (LHSMC) a tabulce 9 (AV-LHSMC), v levé èásti vždy pro
V1, v pravé pro V2. V tabulce 10 jsou pak prezentovány výsledky získané metodou
SSMC pro distribuèní funkci VG procesu, tj. kombinaci funkcí hustoty pro gama



rozdìlení a normální rozdìlení pravdìpodobnosti, pøièemž v pravé èásti jsou uvedeny
výsledky získané pøi realizování jen významných scénáøù.

Nejdøíve se zamìøíme na metodu PMC. Srovnáme-li výsledky obou studovaných
pojetí, není patrný významný rozdíl. Pro prvotní odhad ceny opce je stejnì jako
v pøípadì metody PMC u BS modelu nutné generovat nìkolik tisíc scénáøù, pøièemž
vypoètená chyba øádovì odpovídá. Za pøedpokladu vývoje ceny podkladového aktiva
dle VG modelu tak velmi kvalitní odhad zabere opìt vìtší poèet sekund.

Výsledky získané aplikací pokroèilejšího postupu LHSMC jsou obsaženy
v tabulce 8. Porovnáme-li obì definice VG modelu, je postup dle V2 tentokrát výraznì
nároènìjší, zejména díky složitìjší inverzní funkci gama rozdìlení. Pøitom je rùst
èasové nároènosti oproti PMC pøibližnì 250-ti násobný. Vzhledem k tomu, že pøístup
LHS neumožòuje jednoduché vyjádøení chyby odhadu, je SE urèena na zákla-
dì opakování scénáøù vývoje. Tímto postupem zjištìná chyba pøibližnì odpovídá chybì 
u PMC pøi desetkrát vyšším poètu scénáøù, což vzhledem k èasové nároènosti
upøednostòuje metodu PMC. 

Alternativou k metodì LHSMC je generování dvou symetricky umístìných prvkù
v každém subintervalu (AV-LHSMC). Výsledky jsou prezentovány v tabulce 9. Je
zøejmé, že èasová nároènost je obdobná, chyba odhadu však roste. Prosté LHS proto
pùsobí efektivnìji pro obì vyjádøení VG modelu.

Tabulka 7
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomocí PMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,005 0,7555 0,000 6,008 0,7987 0,000

1 000 6,500 0,2406 0,007 5,892 0,2467 0,016

10 000 5,657 0,0774 0,046 5,684 0,0756 0,031

100 000 5,792 0,0241 0,437 5,742 0,0241 0,468

1 000 000 5,753 0,0076 4,462 5,756 0,0076 4,586

Tabulka 8
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomocí LHSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,825 0,2325 0,125 5,815 0,2059 0,187

1 000 5,792 0,0733 1,139 5,805 0,0688 1,997

10 000 5,763 0,0238 11,371 5,762 0,0197 19,781

100 000 5,770 0,0074 115,051 5,749 0,0065 196,000

1 000 000 5,750 0,0024 1 156,590 5,754 0,0017 1 922,000
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Tabulka 9
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomocí AV-LHSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,775 0,3530 0,121 5,708 0,2639 0,187

1 000 5,941 0,1111 1,154 5,674 0,0964 2,075

10 000 5,748 0,0324 11,763 5,801 0,0284 19,468

100 000 5,762 0,0113 117,203 5,738 0,0098 193,286

1 000 000 5,753 0,0034 1 156,110 5,758 0,0025 1 908,200

Tabulka 10
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomocí SSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,692 0,03740 221,8 5,864 0,03740 111,2

1 000 5,751 0,00354 2203,6 5,764 0,00354 1 117,4

10 000 5,754 0,00031 22 287,6 5,756 0,00031 11 253,1

100 000 5,754 0,00003 221 816,0 5,754 0,00003 111 124,1

Poslední studovaná alternativa odhadu ceny call opce dle VG modelu je stratifikaèní 
pøístup SSMC dle distribuèní funkce VG modelu, což umožòuje pracovat jen s výz-
namnými scénáøi. Dle potøebného èasu je zøejmá poèetní nároènost této metody, i když
pro dané N dochází k výraznému snížení pøedpokládané chyby odhadu (pokles je v zá-
sadì obdobný k BS modelu). Èasovou nároènost stratifikace dle distribuèní funkce lze
dále snížit na pøibližnì jednu polovinu, pokud budeme pracovat pouze s významnými
scénáøi. Chyba odhadu pøitom zùstává stejná.

Poznámka k rozdílnosti verzí programu: posun v efektivnosti generování souboru
prvkù z gama rozdìlení  je ve verzi 6.0.1 ještì vyšší než u normovaného normálního
rozdìlení, což vede k pøiblížení èasových nároèností BS a obou definic VG modelù pøi
jednoduché simulaci oproti verzi 5.2. Posun v efektivnosti výpoètù pro metody inverzní
transformace však opìt není nijak patrný, relativní efektivnost metod LHS i SS tak i zde
klesá. Rovnìž nebylo pozorováno ani zvýšení efektivnosti øešení invertované
distribuèní funkce VG procesu.

Ovìøení intervalu spolehlivosti pro VG model

Rovnìž v pøípadì VG modelu došlo k ovìøení, nakolik je interval spolehlivosti využitelný
za úèelem odhadu chyby modelu. Dùkladnìji jsou prezentovány jen výsledky získané dle
metody PMC pro vyjádøení VG modelu jako øízeného Brownova pohybu, nebo• s urèitou
výjimkou aplikace distribuèní funkce VG procesu jsou ostatní výsledky obdobné.

Grafická podoba pravdìpodobnostního rozdìlení hodnot opce pro jednotlivé série
scénáøù v zásadì odpovídá obrázek 1 – není patrná žádná zvláštní odlišnost od nor-
málního rozdìlení, což je potvrzeno hodnotami v tabulce 11. I když pro nižší poèty



scénáøù existují urèité rozdílnosti (zjištìná smìrodatná odchylka je mírnì nižší než
odhadnutá a interval je užší), s rostoucím N se tento rozdíl stírá. Støední hodnota
jednotlivých opakování odhadù je tak velmi blízká teoreticky pøedpokládanému
výsledku, odhad smìrodatné odchylky je relevantní, šikmost a špièatost se znatelnì
neodlišuje od parametrù normálního rozdìlení a hranice intervalù jsou témìø totožné.

Tabulka 11
Ovìøení chyby odhadu dle PMC (VG model)

Parametr Odhad pro Ovìøení pøi Odhad pro Ovìøení pøi

N = 100 k = 1 000 N = 1 000 k = 1 000

Støední hodnota 7,918 5,781 5,900 5,751

Smìrodatná odchylka 0,826 0,766 0,241 0,241

Šikmost ––– 0,155 ––– 0,091

Špièatost ––– 3,140 ––– 2,886

Dolní mez 4,136 4,365 5,282 5,287

Horní mez 7,372 7,399 6,225 6,224

NIG model (Normal Inverse Gaussian model)

Jiným modelem, který umožòuje vystihnout i vyšší momenty pravdìpodobnostního
rozdìlení výnosù ceny podkladového aktiva (šikmost a špièatost) je NIG model:

S S S r NIGT t= = × × + ×+0 t t t) -w texp( ( ),  (23)

kde parametr ( )w q J= - - -1 1 2 2v v v/  opìt zajiš•uje, že E[ ] exp[ ]S S rT = 0 t , pøièemž

šikmost = – 0,80556 a špièatost = 4,14235.
Náhodný prvek NIG(t) dle (7):

 NIG(t) = q J et t× + × ×I I ~, (24)

zde tedy l( )t Iº t , lze získat dvìma zpùsoby. Buï jako øízený Brownùv pohyb
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Po dosazení pøíslušných parametrù q = – 0,42022, J = 0,0677, n = 0,09237 a w = –
0,4106 urèíme cenu opce: V SVG ( ; ; )t J  = 5,7612.7

Výsledky dosažené aplikací vybraných simulaèních postupù jsou uvedeny v tabulce 
12 (PMC), tabulce 13 (LHSMC), tabulce 14 (AV-LHSMC/AVMC), v levé èásti vždy
pro V1, v pravé pro V2, a dále v tabulce 15 – SSMC pro distribuèní funkci vèetnì
zohlednìní metody významných scénáøù (vpravo).

Tabulka 12
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomocí PMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 6,867 0,7536 0,001 5,433 0,7557 0,015

1 000 5,522 0,2255 0,006 5,639 0,2449 0,187

10 000 5,765 0,0761 0,063 5,835 0,0752 1,857

100 000 5,773 0,0242 0,499 5,748 0,0234 18,735

1 000 000 5,762 0,0076 5,553 5,742 0,0076 186,156

Tabulka 13
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomocí LHSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,787 0,2587 0,280 5,867 0,8395 0,078

1 000 5,844 0,0800 2,574 5,760 0,2393 0,562

10 000 5,783 0,0242 24,727 5,789 0,0760 6,209

100 000 5,754 0,0087 258,244 5,772 0,0240 63,398

1 000 000 5,761 0,0024 2 633,080 5,759 0,0076 620,838

Tabulka 14
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomocí AV-LHSMC/AVMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,586 0,2585 0,265 6,514 1,1628 0,011

1 000 5,663 0,0788 2,403 5,549 0,3070 0,044

10 000 5,737 0,0235 23,369 5,773 0,1096 0,553

100 000 5,761 0,0073 225,546 5,730 0,0311 5,647

1 000 000 5,765 0,0024 2 274,77 5,759 0,0102 55,081

7 Výsledek se ponìkud liší vzhledem k VG modelu kvùli zaokrouhlení vstupních parametrù.



Tabulka 15
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomocí SSMC

Poèet  scénáøù Hodnota Chyba Èas Hodnota Chyba Èas

N V0 SE CPU V0 SE CPU

100 5,753 0,02999 210,9 5,753 0,02999 143,7

1 000 5,763 0,00310 2 142,3 5,763 0,00310 1 433,5

10 000 5,759 0,00030 21 416,5 5,759 0,00030 14 453,5

100 000 5,761 0,00003 213 233,5 5,761 0,00003 143 424,5

Na základì aplikace metody PMC je zøejmé, že zjištìná chyba odhadu i èasová
nároènost u obou vyjádøení pøibližnì odpovídají výsledkùm dosaženým v pøípadì VG
modelu. Pro spolehlivý odhad tak je opìt tøeba nìkolik sekund. Zároveò je zøejmé, že

alternativní definice pomocí parametrù (a, b , d) je znatelnì pomalejší.
Jestliže aplikujeme postup založený na stratifikaci intervalu pravdìpodobností

(LHSMC), jsou výsledky ovlivnìny skuteèností, že v pøípadì procesu IG musíme
zdlouhavì numericky øešit inverzní funkci k funkci distribuèní. Èasová nároènost proto
oproti pøedchozím modelùm roste vícenásobnì. Na druhou stranu, alternativní definice
je zde aplikována na bázi tøí nezávislých prvkù z jednoduše zpracovatelných rozdìlení
– èasová nároènost proto roste ménì, nedochází však k témìø žádnému poklesu chyby.

Koneènì, výsledky pøi využití metody protikladných promìnných jsou uvedeny
v tabulce 14, v levé èásti pro definici modelu NIG jako øízeného geometrického
Brownova pohybu (spojení AVMC a LHSMC), v pravé èásti pro definici pomocí

parametrù (a, b , d) (AVMC bez stratifikace). V prvém pøípadì dochází oproti prosté
LHSMC k nepatrnému snížení chyby i èasové nároènosti. Druhý pøípad je nutné srovnat 
spíše s metodou PMC – chyba je sice stejného øádu, èasová nároènost však klesá na
jednu ètvrtinu (realizujeme jen ètvrtinu scénáøù).

Co se týèe intervalu spolehlivosti, respektive pravdìpodobnostního rozdìlení
odhadù, tak jsou výsledky obdobné k VG modelu. Tedy díky tomu, že pracujeme
s prvky z dvou rùzných èi tøí stejných pravdìpodobnostních rozdìlení s odlišnými
parametry, nemá ani stratifikace dopad na zmìnu grafické podoby histogramu,
respektive znatelné zvýšení šikmosti èi špièatosti.

Poznámka k rozdílnosti verzí programu: od verze 6 je novì zakomponováno inverzní 
Gaussovo rozdìlení, pøièemž generování pøíslušných pseudonáhodných prvkù je vcelku 
stejnì efektivní jako u gama rozdìlení; zakomponovaná inverzní funkce k danému
rozdìlení však je znaènì neefektivní – metoda inverzní transformace proto byla
aplikována pomocí numerického øešení invertované distribuèní funkce, což se ukázalo
jako desetkrát rychlejší.

Shrnutí a srovnání jednotlivých výsledkù

Postupnì byly aplikovány vybrané pøístupy simulace Monte Carlo za úèelem odhadu
(urèení) ceny evropské call opce na aktivum typu bezdividendové akcie za pøedpokladu
normálního pravdìpodobnostního rozdìlení výnosù (BS model) i pøi zohlednìní
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šikmosti a špièatosti (modely VG a NIG). Parametry pravdìpodobnostního rozdìlení
podkladových výnosù a teoreticky správnou cenu opce shrnuje tabulka 16.

Tabulka 16
Parametry podkladového procesu a teoretická cena opce

Parametr Symbol BS VG NIG

Støední hodnota výnosù r 0,0050 0,0050 0,0050

Smìrodatná odchylka výnosù s 0,1446 0,1445 0,1445

Šikmost výnosù 0,0000 – 0,8056 – 0,8056

Špièatost výnosù 3,0000 4,1423 4,1423

Støední hodnota ceny aktiva E[ST] 100,501 100,501 100,501

Cena opce V0      6,00013 5,7537 5,7612

Prvním analyzovaným bylo klasické prostøedí BS modelu s teoretickou cenou
V BS = 6.00013. Pøi aplikaci simulace Monte Carlo v základní podobì bylo možné v èase
do 1 sekundy dosáhnout odhadu s pøedpokládanou chybou pøibližnì 0,62 % z teoretické 
ceny opce pøi spolehlivosti 95 %. Za pøedpokladu aplikace metody protikladných
promìnných bylo možné dosáhnout ve stejném èase výsledek s pøedpokládanou chybou 
pøibližnì 0,46 %. Jinak øeèeno, metoda AVMC nám dává pøibližnì stejnou
odhadovanou chybu pøi polovièním èase jako metoda PMC.

Bylo ukázáno, že pøi stejné velikosti parametru N vede vyhodnocení pouze
významných scénáøù k pøibližnì 25-násobnému rùstu èasových nákladù pøi snížení
chyby odhadu na asi polovinu. Oba postupy lze obdobnì srovnat jen co do èasu. Pøi
hrubém srovnání, potøebujeme-li pro realizaci N scénáøù x èasových jednotek, bude
odpovídající nároènost pomocí inverzní transformace 50x. Generování jen význam-
ných scénáøù tak bude v daném pøípadì rychlejší, pokud pravdìpodobnost uplatnìní
p =  (1 – a) < 0,02, což je velmi øídký pøípad.

Chceme-li srovnat oba postupy dùkladnìji, je vhodné vyhodnotit napøíklad metodu
PMC pro takový poèet scénáøù, aby èasová nároènost byla stejná. V daném pøípadì se
jedná o provedení PMC pro 25N – výsledkem je o více než polovinu nižší chyba
odhadu. Jednoduchý pøístup PMC tak pùsobí efektivnìji, s výjimkou opcí silnì OTM.

Mírnì odlišná situace nastává v pøípadì AVMC. Provádíme-li simulaci pouze pro
významné scénáøe, roste èasová nároènost témìø tøicetkrát, chyba se však snižuje více
než tøikrát. Provedeme-li AVMC pro 28N, èasová nároènost je tedy stejná jako u AVMC
pro významné scénáøe na bázi N, bude zjištìná chyba o pøibližnì pìtinu nižší. Ve zde
studovaném pøípadì lze tedy upøednostnit provádìní AVMC pro všechny scénáøe. Je
však zøejmé, že pokud pravdìpodobnost uplatnìní opce znatelnì klesne pod jednu
polovinu, bude vhodné upøednostnit právì práci jen s významnými scénáøi.

Jako postup, který by mìl vést k výraznì lepším výsledkùm, byla aplikována metoda 
stratifikace. Pøi této metodì bylo dosaženo pøibližnì stejné chyby jako pro PMC (0,62 % 
z ceny opce) v èase do 0,1 sekundy. Mírného snížení pøedpokládané chyby i èasové
nároènosti bylo dosaženo pøi zakomponování postupu protikladných promìnných do
stratifikace, tj. pøi generování dvou symetricky umístìných prvkù v každé ze strat (tento 
zpùsob se ukázal jako nejvhodnìjší ze všech zvažovaných kombinací obou postupù).



Pokud byly generovány jen významné scénáøe, bylo možné dodateèné snížení
èasové nároènosti o pøibližnì polovinu pøi v zásadì stejné chybì. Tento postup se proto
jeví jako nejefektivnìjší ze všech zde sledovaných alternativ. Chyby 0,62 % z ceny opce 
lze dosáhnout v èase 0,05 sekundy. Je-li pro výpoèet k dispozici jedna sekunda, bude
chyba 0,01 % z ceny opce.

Velmi dùležitá je rovnìž identifikace konvergence výsledku, tedy jakou mírou klesá
chyba odhadu. Na základì pøíslušných tabulek je zøejmé, že vynásobíme-li poèet scénáøù
koeficientem x, klesne chyba odhadu pro PMC èi AVMC v obou vyjádøeních o x, tj.

N x
x

N× Þ s ,

nebo o x pro SSMC èi AV-SSMC v obou vyjádøeních, tj.

N x
x

N× Þ s ,

kde s N  oznaèuje smìrodatnou odchylku odhadu pro N realizovaných scénáøù.

V rámci alternativního studovaného prostøedí byla zohlednìna skuteèná šikmost
a špièatost podkladových výnosù, jednak pomocí VG modelu, dále s využitím NIG mo-
delu, pøièemž oba modely by mìly vést k cenì opce 5,75.8 Bylo zjištìno, že oba modely
pøes odlišnou definici umožòují za pøedpokladu použití stejného postupu simulace
dosáhnout pøibližnì stejnou chybu odhadu, i když èasová nároènost se mùže lišit.

Pro pøípad simulace Monte Carlo v základní podobì je vypoètená chyba mírnì nižší
než u BS modelu (pro stejný poèet scénáøù), èasová nároènost však mírnì vyšší. Z obou
definic VG modelu – spojení prvkù z normovaného normálního rozdìlení  a gama
rozdìlení (V1) nebo dvou nezávislých prvkù z gama rozdìlení (V2) – je efektivnìjší
vzhledem k rychlosti generátoru pojetí první. V pøípadì PMC je dosahováno stejné chyby
v obou pøípadech. Pøi aplikaci metody LHS je sice chyba v pojetí dvou nezávislých prvkù
z gama rozdìlení nižší, avšak pokud vyhodnotíme VG model v pojetí V1 pro poèet
scénáøù, které znamenají stejnou èasovou nároènost, tj. pøibližnì 1,5N, bude naopak
zjištìná chyba nižší pro pojetí V1. Zakomponování metody protikladných promìnných
žádný významný pøínos nepøineslo jak pro pojetí V1, tak V2. Èasová úspora je minimální, 
chyba znatelnì roste. Nezdá se tedy, že by mìlo smysl zvažovat užití této alternativy.

Pokud by nebyla respektována èasová nároènost, bylo by možné považovat za
nejpøíhodnìjší postup stratifikaci distribuèní funkce studovaného modelu. Pøi
zohlednìní èasové nároènosti se tento pøínos mùže zdát jako sporný. Podívejme se však
blíže na konvergenci výsledkù. Pokud zvýšíme poèet scénáøù x-krát, poklesne chyba
u PMC (i AVMC) dle x (tedy obdobnì jako u BS modelu). Pokles stejného øádu však
lze vypozorovat i pro postupy založené na LHSMC. To znamená, že chceme-li snížit
chybu odhadu desetkrát, musíme zvýšit poèet scénáøù a tím i èasovou nároènost stokrát.

Výraznì lepší konvergence je patrná pro stratifikaci na základì distribuèní funkce
komplexního procesu – pokles odpovídá x. Preferovaná metoda proto bude záviset na
požadované pøesnosti. Opìt platí, že SSMC pro významné scénáøe bude efektivnìjší
než metoda pracující se všemi scénáøi, viz tabulka 17.
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Tabulka 17
Srovnání efektivnosti pøi požadavku vysoké pøesnosti

PMC SSMC SSMC – jen významné

N 100 108 100 105 100 105

SE 0,825 7,6 × 10–5 0,0374 3,1 × 10–5 0,0374 3,1 × 10–5

CPU 4,4 × 10-4 4,4 × 105 221 2,21 × 105 111 1,1 × 105

V pøípadì modelu NIG byly studovány dvì varianty – definice na bázi prvkù
z normovaného normálního rozdìlení a inverzního Gaussova rozdìlení (V1) nebo
definice pomocí tøí prvkù (V2). Pøi celkovém srovnání vychází jako jednoznaènì
nejefektivnìjší PMC pro V1. Jedinou výjimkou mùže být požadavek velmi vysoké
pøesnosti – v takovém pøípadì by se projevila rychlejší konvergence pøi stratifikaci NIG
distribuèní funkce, tak jako tomu bylo u VG modelu. 

Ze srovnání modelù VG a NIG vyplývá v zásadì stejná chyba i obdobná èasová
nároènost, i když výpoèty s funkcemi pro inverzní Gaussovo rozdìlení pravdìpo-
dobnosti jsou nároènìjší a tedy i mírnì zdlouhavìjší. 

5. Závìr

Tìžištì využití simulací typu metody Monte Carlo ve financích leží zejména pøi odhadu
ceny finanèních derivátù, jejichž cenu nelze urèit analyticky. Jedná se napøíklad o opce
s komplikovanou výplatní funkcí, s více podkladovými aktivy nebo komplexními
podkladovými procesy. Výnosy aktiv na moderních finanèní trzích jsou typické
nenulovou šikmostí a dodateènou špièatostí, což vytváøí další oblasti efektivní aplikace
metody Monte Carlo.  

Tento èlánek byl zamìøen na aplikaci a posouzení schopností vybraných metod
snižování rozptylu simulace Monte Carlo pøi urèení teoreticky správné ceny opce.
Zvažovanými modely bylo jak klasické prostøedí dle Blacka a Scholese, tak více
reálnìjší prostøedí, které umožòuje modelovat i šikmost a špièatost pravdìpodob-
nostního rozdìlení výnosù podkladových faktorù (VG model a NIG model). 

Jako nejefektivnìjším postupem pøi urèení ceny plain vanilla call opce v rámci BS
modelu se jevila metoda stratifikovaného výbìru ve spojení s principem protikladných
promìnných provádìná pouze pro významné scénáøe. V rámci prostøedí zohledòujícího 
šikmost a špièatost byly výsledky získány nejrychleji prostou simulací (PMC), jak u VG 
modelu, tak NIG modelu. V pøípadì vysoké požadované pøesnosti však lze vzhledem ke
konvergenci opìt pøedpokládat vyšší efektivnost pøi využití distribuèní funkce
komplexního procesu pro významné scénáøe.

Ze srovnání VG modelu a NIG modelu pro zde posuzované metody a postupy
vychází oba modely obdobnì zejména pro jednodušší metody. Ve všech pøípadech se
však projevuje vyšší poèetní nároènost modelu NIG, zejména v dùsledku výraznì
rychlejšího a efektivnìjšího urèení inverzní funkce k distribuèní funkci gama rozdìlení
oproti inverznímu Gaussovu.

Nedílnou souèástí odhadu ceny opce pomocí simulace Monte Carlo je urèení
intervalu spolehlivosti. V této souvislosti je nutné zmínit ponìkud odlišný charakter



pravdìpodobnostního rozdìlení odhadù – zatímco jednodušší metody vedou
k normálnímu rozdìlení, v pøípadì stratifikace náhodných prvkù z jednoho rozdìlení
má výsledek podobu spíše rozdìlení lognormálního. Tuto skuteènost je nutné brát
v úvahu pøi interpretaci odhadnuté ceny.
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EXAMINATION OF SELECTED IMPROVEMENT APPROACHES
TO MONTE CARLO SIMULATION IN OPTION PRICING

Tomáš Tichý, VSB –Technical University of Ostrava, Sokolská 33, CZ - 701 21
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Abstract

In general, there exist many ways to detect the fair value of financial derivatives. However, each of

them is suitable for different purposes. For example, when the payoff function is not very simple or

the underlying process is too complex, the approach of Monte Carlo simulation can be useful.

Unfortunately, the plain Monte Carlo simulation needs a very high number of independent paths to

get reliable results. It is the reason why an improvement of the plain approach should be applied to

decrease the number of paths required in order to get reliable results. In this paper we study more

closely several such approaches and examine their potential of increasing the efficiency. To be

more exact, we apply the antithetic variates method and stratified sampling approaches, including

their combinations in order to get the fair price of a plain vanilla call. We consider three distinct

underlying processes: geometric Brownian motion, variance gamma model and normal inverse

Gaussian model. We also verify the confidence interval for the option price. We did not find any

improvements of examined methods for complex processes considering the definition via two or

more independent random numbers. However, if the required accuracy is very high, it might be

useful to apply the stratification to the distribution function of the complex process. 
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