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1. Uvod

Finan¢ni derivaty pfedstavuji vyznamny prvek modernich finan¢nich trhi. Zejména je-
jich prostfednictvim je mozné vysoce efektivnim zptisobem redistribuovat rizné druhy
finan¢niho rizika mezi jednotlivé Gcastniky trhu. Zde hraji velmi dtlezitou roli opce —
finan¢ni derivaty nelinedrniho typu, tedy aktiva s nesymetrickym rozlozenim prav a po-
vinnosti mezi strany kontraktu. Pravé opce umoziiuji prenést pouze tu ¢ast rizika, které
se dany subjekt chce vzdat ¢i kterou chece naopak ziskat. Jsou tak nedilnou soucasti tzv.
risk managementu neboli fizeni rizik.

Rizeni finanénich rizik je nezbytné jak pro finanéni instituce jako jsou banky, po-
Jji$ ovny nebo investi¢ni spolecnosti, tak pro nefinan¢ni instituce, jejichz zakladnim po-
slanim je vyroba ¢i poskytovani sluzeb. Nefinan¢nim institucim umoznuje efektivni
fizeni finan¢niho rizika uvolnit finan¢ni i lidské kapacity a pIn¢ je sousttedit na provo-
zovani ¢innosti, pro které byly zalozeny. Obdobné vhodné vyuziti finan¢nich derivatt
umoziuje finanénim institucim omezit riziko nedostatku kapitdlu a souvisejicich
problémi s likviditou, které mohou vést k upadku.

Efektivni vyuzivani finan¢nich derivati v ekonomice je podminéno jak dostatecny-
mi znalostmi ohledné charakteru podkladového procesu aktiva a tedy modelovani jeho
budouciho vyvoje, tak dostupnosti rychlych a spolehlivych metod ocetiovani.

V souvislosti s rostouci volatilitou a vzédjemnou provazanosti dil¢ich segmentt fi-
nan¢nich trhii roste potieba existence modelu, ktery by umoznil efektivni ajednoznacné
modelovani vyvoje primarnich finan¢nich veli¢in a zaroven by jeho vyjadieni bylo do-
state¢né srozumitelné. Klasickym a az do neddvné doby pravdépodobné nejvice uziva-
nym modelem pro popis vyvoje cen finan¢nich aktiv byl geometricky Browntiv pohyb
(GBM) zalozZeny na normalnim charakteru pravdépodobnostniho rozdéleni vynosu.
Ackoliv jiz dlouho bylo znamo, ze je uvedeny piedpoklad pfili$ silny (viz naptiklad
Fama, 1965), az teprve v souvislosti s postupem globalizace a celkovym vyvojem fi-
nan¢nich trhit koncem 20. stoleti ptestal tento model vyhovovat. Do té doby se totiz zdal
postacujici piistup tzv. implied volatility — viz naptiklad Macbeth a Merville (1979)
ohledné zakladnich zjisténi o implikované volatilit¢ nebo Rubinstein (1985) ¢i (1994)
ohledné aplikace pfi ocenovani opci.

Jako zajimavé alternativy se ukazaly zejména modely z obecné skupiny Lévyho pro-
cesu, které umozinuji modelovat i vyssi momenty pravdépodobnostniho rozdéleni vy-
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nost (Sikmost a Spicatost), zpravidla prostiednictvim nekonecné intenzity skoku
apiipadné se tak zcela obejit bez diftizni slozky. V rdmcei ekonomickych interpretaci né-
kterych Lévyho modeld (VG model, NIG model), blize viz Cont a Tankov (2004), prave
skoky modelované ur¢itym vnitinim subordinatorem pfedstavuji ekonomickou intenzi-
tu, tedy pfichod novych informaci s vyznamnym vlivem na cenu aktiva. Nevyhodou
téchto modernich model je jejich slozitost a nedostate¢né prozkoumani efektivnich
postuptl souvisejiciho modelovani a ocefiovani.

Obecné lze prirastek ceny finanéniho aktiva vyjadrit prostfednictvim stochastické
diferencidlni rovnice. Cenu odvozeného derivatu lze nasledné za ptredpokladu
nemoznosti arbitraze a na zaklad¢ replikacniho portfolia formulovat prostfednictvim
ptislusnych parcidlnich diferencidlnich rovnic.

Problémem zminovanych Lévyho modell je jednak vice zdroji nejistoty, a tedy
problematické vytvofeni replika¢niho portfolia, dale pak obtizna feSitelnost
formulovanych rovnic. I v pfipadé nejjednodussich problému (evropska call opce) je
zpravidla nutnd aplikace pokrocilych metod matematické analyzy.

Alternativnim postupem, jak urCit teoreticky spravnou cenu opce, je simulace
Monte Carlo. Tato metoda, poprvé uvedena za ielem urceni ceny opce Boylem (1977),
umozilyje relativné snadné uréeni ceny i v piipadé komplexnich vyplatnich funkci
evropskych opci. Jelikoz metoda Monte Carlo v zékladnim vyjadieni vyzaduje realizaci
velkého mnoZstvi nezavislych scénéiti, byly postupem casu v riznych védeckych
disciplinach nabidnuty mnohé postupy s cilem snizit ptredpokladanou chybu odhadu,
a tedy i nutny pocet realizovanych scénait, a ¢asovou narocnost.

Cilem této prace je aplikovat, ovétit a posoudit efektivnost vybranych postupt
simulace Monte Carlo pii odhadu ceny evropské call opce jak v klasickém prostredi
urc¢eném BS modelem (geometricky Brownlv pohyb, Black a Scholes, 1973), tak
v prostfedi komplexnich procesti zohlediiujicich Sikmost a SpiCatost podkladovych
vynost — konkrétné¢ budeme pracovat s VG modelem (variance gamma model,
v symetrické podob¢ definovan v Madan a Seneta (1990) a dale rozsifen pro ptipad
asymetrie vynostt v Madan a Milne (1991) a Madan et al. (1998)) a NIG modelem
(normal inverse Gaussian model, Barndorff-Nielsen, 1995). Evropska call opce byla
zvolena proto, ze je znama analytickd formule pro urceni jeji hodnoty — je tak
usnadnéno vyhodnoceni studovanych postupd.

V Gvodnich kapitolach ¢lanku jsou prezentovana zakladni vychodiska oceiiovani
opci a principy simulace Monte Carlo z pohledu opéniho oceniovani. Kapitola 4 je poté
zameétena na aplikaci a ovéfeni vybranych postupii simulace Monte Carlo (MC) —piimé
simulace (PMC), metody protikladnych proménnych (AVMC) a metod stratifikova-
ného vybéru (SSMC a LHSMC), véetné kombinace obou posledn¢ jmenovanych
postupti — pii odhadu teoreticky spravné ceny call opce v ramci BS modelu, VG modelu
a NIG modelu.

2. Principy ocenovani opci

Hodnota opce je jednoznacné urcena v okamziku jejiho uplatnéni na zakladé stanovené
vyplatni funkce W v zavislosti na hodnotach podkladovych faktorti S. Je nutné
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rozliSovat evropské opce, které je mozné uplatnit pouze v jednom okamziku, ozna¢me
jako T — doba zralosti, a opce americké, které Ize uplatnit kdykoliv od vystaveni.'
Obecné muzeme hodnotu opce v Case ¢ < T zapsat takto:

V, =expldf <] E[¥(S,)]. ()

Zde V, ptedstavuje cenu opce v Case ¢, T oznacuje dobu do zralosti, T = T— ¢, df urcuje
diskontni faktor a Sr je cena podkladového aktiva v dob€ zralosti.

Klicovym prvkem ocenovani opci je zvoleni spravného diskontniho faktoru
a identifikace ndhodného procesu, s jehoz pomoci 1ze modelovat vyvoj podkladového
aktiva. V naprosté vétsin€ ptipadti dochazi k ocefiovani opci v ramci rizikové-neutral-
niho prostfedi specifikovaného pravdépodobnostni mirou Q — diskontni faktor
i oéeké;van}'/ ptirtstek rizikového aktiva jsou tedy urCeny na zakladé bezrizikové sazby
r. Pak:

V,=exp[-r-t] E°[¥(S;)] 2

E?[S,]=exp(r-1)-S,. (3)

Co se tyce nahodného podkladového procesu, standardnim predpokladem je, ze vy-
nosy maji normalni pravdépodobnostni rozdéleni. Vhodnym prosttedkem pro vyjadie-
ni dynamiky ceny podkladového aktiva ve velmi kratkém ¢asovém tseku dt v rizikové
neutralnim prostfedi proto je nasledujici stochastickd diferencidlni rovnice:

dS=r-S-dt+c-S-dW. 4

Takto o vyjadiuje smérodatnou odchylku vynost ceny aktiva a d je Wieneruv proces

na bazi normovaného normalniho rozdéleni pravdépodobnosti, tj. dW =,/dt-€ ag € N[0,1].

Zaptedpokladu, Ze je vynos aktiva ptipisovan spojité, a po zohlednéni [toovy lemy, 1ze
na bazi (4) formulovat cenu aktiva v Case T takto:

S; =5, expl(r=)-T +0 W, ], )

kde —(c?/2)-1 zaji§ uje platnost (3).

Za ucelem efektivnéjSiho vystizeni vyvoje podkladového aktiva (zohlednéni
Sikmosti a Spicatosti vynostt) je mozné vyuzit n€ktery z Lévyho procesti. Nyni uvedeme
exponencialni Lévyho model:

S, =8, -exp[(r-m)-t +X_], (6)

1V tomto ¢lanku se budeme zabyvat pouze opcemi evropskymi s nejjednodussi vyplatni funkei kupni
(call) opce na jedno podkladové aktivum typu akcie bez dividendového vynosu.

2 Vyraz E?[x] pfedstavuje otekavani uéinéné na zékladé mnoziny rizikové neutralnich
pravdépodobnosti O ohledné nahodné veli¢iny x. Pro Gcely tohoto ¢lanku budeme predpokladat, ze
mnozina Q existuje a je jedinecna.
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kde o predstavuje kompenzacni slozku,e =exp[X _ ], tedy opét je zaru€ena platnost (3),
a X, oznacuje Brownlv pohyb fizeny jinym Lévyho procesem ¢(¢) se sttedni hodnotou
ptirtstku 0 a volatilitou 9 :

X.=0-0(1)+9 -&-((1) (7)

Slozka ¢(¢) tak predstavuje tzv. subordinator (vnitini fidici proces).

Slozku /(t) je nutné zvolit takovym zplsobem, aby jeji hodnota byla vzdy pozitivni
—jedna se o svého druhu vnitini Cas, ktery vyjadiuje ekonomickou aktivitu. Vhodnym
proto jsou prvky z gama rozdéleni, coz vede ve VG model, nebo inverzniho Gaussova
rozdéleni, coz vede v NIG model.?

Poté, co zvolime vhodny model pro popis budouciho vyvoje ceny podkladového
aktiva, je mozné se bud’ vratit ke vztahu (2) nebo ptikrocit k formulaci hedgingového
(replikaéniho) portfolia.

V prvém piipad¢ je operator oéekavani nahrazen integraci pies pfislusnou pravdé-
podobnostni miru (na zaklad¢é dané funkce hustoty). Oproti tomu ve druhém piipadé se
dostavame k formulaci parcidlni diferencidlni rovnice, pfipadné parcialnich integro-di-
ferencialnich rovnic (je-li napiiklad nutné vyjadrit kumulaci skoku).

2. Simulace Monte Carlo

Predpokladejme, ze o piedstavuje urcity budouci stav, Q je mnozina vSech moznych bu-
doucich stavi, pficemzw €Q , a vyplata v dobé zralosti Y je zavisla pravé na konkrétni hod-
noté ®, ¥ (). Pak lIze (2) vyjadrit jako integral pfes mnoZzinu vSech budoucich stavil ,

Vo= Ey@]=e " [ P()d0. ®)

Chceme-li ziskat odhad ceny opce , pak staci zkonstruovat (nasimulovat) dostatecné
mnozstvi relevantnich budoucich stavli @. Ozna¢me N jako mnozstvi nasimulovanych
budoucich stavii neboli ndahodnych scénait vyvoje. Pak pro N — oo plati, ze

~ N P
V,aV =e'" % DO (). 9)
i=1

Zde ¥? (0" ) oznacuje vyplatu opce v dobé& zralosti v ramci rizikové neutralniho
prostiedi v zavislosti na ® pro i—ty scénaf vyvoje.

Postup je proto nasledujici. Pro kazdy scénar vyvoje je nejdiive urcena vyplata opce
v zévislosti na hodnotach relevantnich stavl pii rizikové neutralnich oc¢ekavanich.
Nasledujicim krokem je zprimériiovani vSech budoucich hodnot vyplatni funkce opce.
Nakonec dochazi k diskontovani tohoto pruméru bezrizikovou turokovou sazbou 7.

3V obou ptipadech 1ze komplexni Lévyho proces rovnéz ziskat jako rozdil dvou nezavislych prvki
z gama rozdéleni o odlisnych parametrech (VG model), respektive vhodnou kombinaci tii prvka
z normovaného normalniho rozdéleni.
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(Potadi poslednich dvou krokii 1ze ptrevratit.) Zjisténa hodnota odpovidéd odhadnuté
cené opce.

Relevantnim budoucim stavem je zde minén kazdy stav, ktery mize né&jakym
zplisobem ovlivnit vyplatu opce v dob¢ zralosti. V zavislosti na tom, které faktory
ovliviiyji cenu opce, se bude jednat o budouci vyvoj ceny akcii, urokovych sazeb,
ménovych kurzi apod.

Je ziejmé, ze v piipad¢ jednoduché plain vanilla opce evropského typu se jedna
pouze a jen o cenu podkladového aktiva v dobé zralosti. Tedy o =S\”. V tomto
pripad¢ stavy (ceny) v prubéhu Zivotnosti kone¢nou vyplatu a tedy ani cenu opce
neovliviiuji. Znatelné odlisna je situace v piipad¢ opci typu PD —tj. opci, jejichz vyplata
zéavisi na cesté sledované cenou podkladového aktiva po dobu Zivotnosti opce. Zde je
nutné simulovat (zjistit) celou relevantni cestu ceny podkladového aktiva v Case.

Odhad ceny opce dle (9) pii aplikaci pfimé simulace Monte Carlo (PMC) bude
mozné povazovat za dostatecné piesny pouze pro velmi vysokd N — v fadu stovek tisic
nezavislych pokusit. Zarovein je nutné mit na zieteli, Ze s rostoucim N roste i Casova
naroc¢nost simulace a ur¢eni (odhad) ceny opce se stava nakladnéj$Sim. Praveé z toho
divodu byly vyvinuty mnohé techniky, zaméfené na sniZzeni potiebného poctu
nahodnych scénatii nutnych k dosazeni stanovené chyby odhadu. Tyto techniky jsou
obecné oznacovany jako metody sniZovani rozptylu (variance reduction techniques).

Zakladni prehled metod, které umoznuji zlepsit efektivnost simulace MC, uvadi
napiiklad Hull (2005). Problematika je detailn¢ji rozpracovana zejména Glassermanem
(2004), pripadné McLeishem (2005).

Z teoretického i aplikacniho hlediska nejjednodussi technikou pro sniZeni rozptylu
je metoda protikladnych proménnych (AVM, antithetic variates method),
v souvislosti s ocenovanim opci poprvé uvedena Boylem (1977). Ta vychazi ze
skutec¢nosti, ze jestlize ndhodny prvek € e N [0;1] , pak rovnéz musi —€ e N [0:1],
pricemz dokonale negativni zavislost mezi obéma prvky (korelace p = —1) vyrazné
omezuje chybu odhadu.

Aplikace této techniky je jednoducha. Pfedpokladejme, ze je tieba ziskat vektor
nahodnych ¢isel z normovaného normalniho rozdéleni o N prvcich, pfi¢emz je vhodné,
aby N bylo sudé. Nejdrive ziskame danym algoritmem vektor o M nahodnych prvcich,
M ={€,...%5,...,€,}, kde €eN[0l]a M = N/2 Pottebny vektor o N prvcich pak
vytvoiime sjednocenim vektort Ma —M | tj.

N=MuU-M ={&,,....§,....8,,~8,,..—%,....—%,,}. (10)

i

Pfinos metody AVM se projevuje ve dvou smérech. Jednak dochazi k vyrazné
casové uspofe — vynasobeni pivodniho vektoru ¢islem minus jedna je zpravidla
znateln€ rychlejsi, nez generovani nové fady Cisel. Druhou vétvi, ve které se projevuji
pozitiva tohoto pfistupu, je symetricnost pravdépodobnostniho rozdéleni vygenero-
vanych hodnot. Pro vSechny pfipustné prvky bezpochyby plati, ze (€, —¢,)/2=0.
Mnozina vygenerovanych ndhodnych ¢isel proto bude zcela jisté splilovat pozadavek
nulové stfedni hodnoty a taktéz Sikmost by méla byt nulova. Nevyhodou této metody
muze byt skutecnost, ze ji lze aplikovat pouze pii generovani nahodnych prvkl ze
symetrickych rozdéleni (véetné¢ rovnomérnych).
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Alternativng lze sice generovat nejprve prvky z rovnomérného rozdéleni R [0,1] a
nasledn¢ aplikaci procedury inverzni transformace ziskat ndhodné prvky X spliujici
charakteristiky pozadovaného pravdépodobnostniho rozdéleni X, tj.

X=F;'(i), @ eR[0]], 0

kde F,' predstavuje inverzni funkci k distribu¢ni funkci pozadovaného rozdéleni X,

¢asova narocnost vsak takto silné roste.

Dalsi metoda snizovani rozptylu generované nahodné slozky je zalozena na sladéni
momenti (MM, moment matching) zvoleného tadu. Nutnym pozadavkem je znalost
ocekavané (tj. ,,spravné®) hodnoty. Zakladni aplikace metody sladéni momentl
prezentovali Barraquand (1995), Boyle et al. (1997) nebo Duan a Simonato (1998). Na
obdobné bazi jako metoda sladéni momentl je zaloZzena i metoda Fidici proménné
(CVM, control variate method), viz Boyle (1977). Jeji aplikace je vSak vice zaméfena
na feSeni konkrétnich problémd, jako je naptiklad urCeni ceny asijskych opci
s geometricky stanovenym primérem v zdavislosti na priméru zjisténém aritmeticky
(Kemna a Vorst, 1990).
stratifikovaného vybéru (SS, stratified sampling). Tato metoda umoznuje generovat
»hahodna“ ¢&isla s taktka pozadovanou charakteristikou i pro velmi nizkd N. Dalsi
prednosti je moznost vyuziti i pro jind nez symetricka rozdéleni.

V zasad¢ existuji dva piistupy, jak tuto metodu aplikovat. Prvni pfistup spociva
v roz¢lenéni intervalu piipustnych hodnot na M subintervali (stratas) ptimo takovym
zpusobem, ze pravdépodobnost piislusnosti (vyskytu) nahodného ¢isla bude stejna pro
vSechny intervaly. Tedy, uvazujeme-li ndhodné ¢islo € e N[0;1], pak € e(—o0;+0) .
Tento interval hodnot nasledné roz¢lenime na M subintervald takovym zptsobem, ze

Pr{E e(e,56,,,)}= P, p,:i, =L M, &, ——w, &, -+,

Z téchto intervalll jsou poté generovana pozadovana ndhodna cisla. Dé&je se tak
s vyuzitim ndhodnych prvki # z rovnomérného rozdéleni, # eR[0,1],. Tedy,

€=¢g,+u (e, —¢,;). (12)

Ptitom lze stanovit, aby do kazdého z intervald nalezel jeden ¢i vice nahodnych
prvka. Jestlize M = N, pak pocet subintervalli odpovida pozadovanému poctu ndhod-
nych prvkd, tj. z kazdého z nich je vybran pravé jeden prvek. Oproti tomu, feknéme, ze
M = N/5. V takovémto ptipadé¢ musi byt z kazdého subintervalu vybrano pravé 5
nahodnych prvku.

Nevyhodou je nutnost vypocetnich procedur s plus ¢i minus nekone¢nem (tj. krajni
subintervaly). Proto se mtize ukazat jako vhodngjsi pfejit k nepfimé metodé, vyuzivajici
inverzni funkci k distribu¢ni funkci daného rozdéleni. U neptimé metody stratifiko-
vaného vybéru jsou nejprve stratifikovana nahodna ¢isla z rovhomérného rozdélent,
7 € R[0,1]. Tedy, prvnim krokem je rozdéleni jednotkového intervalu na subintervaly
s rovnocennymi pravdépodobnostmi. Nasleduje generovani rovnomérné rozdélenych

néhodnych &isel z jednotlivych subintervalfl, & =IT_41+% Kone&nym krokem je
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provedeni inverzni transformace cileného pravdépodobnostniho rozdeleni dle (11),
v nafem ptipadé normovaného normalniho, F,' (%) .

Postupem, ktery déle rozpracovava metodu stratifikovaného vybéru, je metoda LHS
(Latin hypercube sampling) poprvé uvedend v McKay et al. (1979) a dale analyzovana
Steinem (1987). Tato metoda nachazi uplatnéni zejména tehdy, je-li tfeba generovat dvé
¢i vice navzdjem nezavislych mnozin ndhodnych ¢isel. Metodu lze aplikovat jak pfi
generovani mnozin ndhodnych ¢isel ze stejného rozdéleni, tak pfi generovani slozenych
procest, tj. procesi, které¢ jsou slozeny z ndhodnych ¢isel z rozdéleni s riiznymi
charakteristikami. Postup je obdobny k metod¢ stratifikovaného vybéru az na to, ze je
nutné potadi subintervali ndhodné permutovat zvla§ pro kazdou proménnou.

Zajimavou moznosti, jak dale snizit Casovou naro¢nost, je postup na bazi vyznam-
nych scénari. Vychazi se z toho, ze ne vsechny scénare vedou k pozitivni vyplaté opce.
Pro urceni ceny je proto postacujici generovat pouze takové vyvoje podkladovych
faktort, které povedou k uplatnéni opce, tedy ze ‘W(S,)>0. V zavislosti na konkrétni
vyplatni funkci je mozné rozd¢lit interval ptipustnych hodnot podkladovych faktorti na
dva ¢i vice subintervalt dle toho, zda dojde k uplatnéni opce. Naptiklad jednoducha call
opce bude uplatnéna jen pokud S, > K, na zdkladé ¢ehoz lze urcit pravdépodobnost, Ze
opce nebude uplatnéna, jako Pr(S, < K)=a. Tento pfistup je vhodné spojit s metodou
inverzni transformace tak, ze jednotkovy interval rozélenime pomoci a. Nasledné
generujeme prvky rovnomérné rozlozené v ramci intervalu [a,1] a vztah (11) prechazi v:

¥=F;' (&), ueR[al], (13)

4. Srovnani jednotlivych metod

V této ¢asti je posouzena efektivnost vybranych metod simulace Monte Carlo pii urceni
(odhadu) ceny evropské call opce v ramcei klasického prostiedi dle Blacka a Scholese
(BS model) a pokrocilejsich modeltt VG (variance gamma) a NIG (normal inverse
Gaussian). Zvolena opce je typu ATM call, coz zaji§ uje vysokou citlivost na zménu
vyvoje ceny podkladového aktiva (gama je maximalni), pii So = K = 100, doba do
zralosti T = 0,1 (cca 5 tydnd, tj. 25 obchodnich dnti), bezrizikova sazba » = 0,05 p.a.
a volatilita vynosu ceny podkladového aktiva je pro zjednoduseni pro dany interval
o = 0,14455, coz je asi 45,7 % p.a.

Zvazovanymi pristupy pro zvyseni efektivnosti ptimé simulace (PMC) jsou metoda
protikladné proménné (AVMC), metoda stratifikovaného vybéru (SSMC), respektive
jeji rozsiteni pro vice dimenzi (LHSMC), a jejich kombinace — tedy AV-SSMC,
respektive AV-LHSMC. Pokud to je mozné, je rovnéz aplikovana simulace na bazi
vyznamnych scénail — jsou generovany jen ty nahodné prvky, které maji za nasledek
vyznamnost scénaie vyvoje, vedou tedy k pozitivni vyplaté opce. .

Za ucelem porovnani jednotlivych metod je zjis ovan odhad hodnoty opce V,,

S (14)

p=L
N 3
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kde horni index (7) oznaCuje i-ty scénaf, Casova narocnost vSech N scénarii a taktéz je
« . 4
ur¢ena normovana chyba:

SE(,) = -3 =\/1 S (7, 7, 2/&. 15
0= = [ 2 7 (15)

Vysledky jsou prezentovany pro pocet (ne)zavislych scénaitt N= 10", kde x je zpravidla 2,
3,4,5a6.Nazavér jsou ovéteny intervaly spolehlivosti. Veskeré vypocty jsou provadény
pomoci softwaru Mathematica® verze 6.0.1 na stroji Dell XPS s operaéni paméti 2GB a
procesorem Intel(R) Core(TM)2 Duo CPU T7300@2.00GHz/2.00GHz pod systémem
Windows Vista. Vzhledem k ur¢itym zménam v efektivnosti jednotli- vych metod oproti
verzi programu Mathematica® 5.2 jsou zminény i nejvyznaméjsi rozdily.”

BS model (geometricky Browniiv pohyb)

V ramci BS modelu ptedpokladame, ze se cena podkladového aktiva vyviji dle
geometrického Brownova pohybu (GBM), za Gc¢elem ocenéni v rizikové neutralnim
prostiedi:

S =S80 =Sy expl(r=%)-1 +o-T-¢l, (16)
coz po dosazeni jednotlivych parametrti dava:

0.457°

S, =S, exp{(0.0S— }0.1+o.457-\/ﬁ -g} =S, - exp[~00054+014455.€].

Dosazenim do vyplatni funkce opce, W' =(S, —K)*, lze urtit, ze aby byla
vyplata pozitivni, musi byt ndhodny prvek z normovaného normalniho rozdéleni
nepatrné vétsi nez nula, konkrétné ¢ > 0,037685. To urcuje, ze pravdépodobnost
uplatnéni opce, tj. ze S, > K, je mirné nizsi nez 0,5 (piesnéji 0,48497). Tento poznatek
zuzitkujeme pii generovani vyznamnych scénaia.

Vzhledem k tomu, Ze vyplatni funkce zde studované opce je dostatecné jednoducha

azaroven je predpokladan jednoduchy model GBM, Ize urcit cenu opce i analyticky (na
zakladé BS modelu):

V,=S,-N(d,)—e " -K-N(d )=600013, (17)

In(S,/K)+(r+50%)-t

+ G\/;

4 Tento vztah aplikujeme pouze pro PMC a AVMC, kdy je vsak za V, dosazovan praumér zjistény na
zaklade protikladnych scénafi. Pro ucely metod na bazi stratifikace je vhodnéjsi odhadnout chybu
na zaklad¢ vice opakovani odhadt ceny opce.

5 Pro detailni popis postupu vypoctu v Mathematica® viz http://homel.vsb.cz/~tic02/.
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Za ucelem odhadu hodnoty opce aplikujeme metody PMC, AVMC, SSMC
a AV-SSMC jak pro vSechny, tak jen pro vyznamné scénare. Jednotlivé vysledky jsou
zachyceny v tabulkdch 1 az 4. V levych sloupcich jsou uvedeny vysledky zjisténé na
zékladé generovani vSech piipustnych scénait, v pravé ¢asti pak pro scénatre vyznamné.

Za Ucelem generovani jen vyznamnych scénail je nutné nejdiive urcit
pravdépodobnost, s jakou opce (ne)bude uplatnéna. V nasem piipadé stanovime
s ohledem na provedeni simulace pro jednotliva N pfislusnou hranici jako a = 0,51
(pravdépodobnost uplatnéni je zaokrouhlena nahoru na 0,49 — pfiblizné piil procenta
vyznamnych scénait tak povede k nulové vyplate). Dalsim krokem je generovani prvku
z rovnomérného rozdéleni R[a,1], pficemz vSak pocet generovanych prvki je jen
p-N =(-a)- N, tedy ptiblizné€ polovina oproti situaci, kdy jsou generovany veskeré
scénare. Na zavér je nutné ndsobit jak odhad ceny, tak chyby odhadu pravdépodobnosti
uplatnénip =1 —a.

Dle vysledku zjisténych pomoci aplikace metody PMC pro cely obor ptipustnych
scénari (tabulka 1, leva cast) je ziejmé, ze pro prvotni odhad ceny je postacujici
generovat nékolik tisic scénafti vyvoje se zanedbatelnou ¢asovou narocnosti, chyba
vSak zlistdva vyznamna. Pro vétSinu aplikaci akceptovatelny vysledek (véetné chyby)
1ze ziskat pti po¢tu scénait okolo N= 1000 000 s ¢asovou naro¢nosti nékolika sekund.
Postup na bazi generovani jen vyznamnych scénéait sice znamena snizeni poc¢tu scénait
o nepatrné vice nez polovinu, av§ak vzhledem k naro¢néjsi procedute metody inverzni
transformace (ur¢ovani kvantili normovaného normalniho rozdéleni) je casova
naro¢nost vice nez 25-krat vy$si. Odhadnuta chyba je pro stejné N piiblizné poloviéni,
viz tabulka 1, prava ¢ast.

Tabulka 1
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomoci PMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,492 0,9180 0,000 6,027 0,4120 0,012
1000 5,531 0,2665 0,004 5,992 0,1506 0,110
10 000 6,043 0,0940 0,047 5,926 0,0480 1,107
100 000 5,999 0,0297 0,406 5,992 0,0156 10,967
1000 000 5,998 0,0093 4,212 6,011 0,0050 109,372
Tabulka 2
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomoci AVMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vy SE CPU Vo SE CPU
100 5,205 0,8008 0,000 5,728 0,1523 0,014
1000 5,877 0,2169 0,004 5,955 0,0714 0,109
10 000 6,047 0,0716 0,047 5,978 0,0226 1,045
100 000 5,999 0,0227 0,359 5,990 0,0072 10,827
1000 000 6,000 0,0072 3,869 6,000 0,0023 106,377
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Tabulka 3

Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomoci SSMC

Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vy SE CPU Vo SE CPU
100 5,198 0,0689 0,016 6,153 0,0693 0,014
1000 6,004 6x10-3 0,202 6,017 6x10-3 0,109
10 000 6,000 6x10-4 2,138 6,002 6x10-4 1,077
100 000 6,000 6x10-5 21,653 6,000 6x10-5 10,561
1000 000 6,000 6x10-6 218,900 6,000 6x10-6 106,767
Tabulka 4
Odhad hodnoty vanilla call opce dle BS modelu pomoci AV-SSMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vi SE CPU Vo SE CPU
100 6,229 0,0528 0,016 5,963 0,0556 0,015
1000 5,995 5%10-3 0,203 6,003 5x10-3 0,110
10 000 6,002 5x10-4 2,168 6,003 5x10-4 1,029
100 000 5,999 5x10-5 21,173 6,000 5%10-5 10,546
1000 000 6,000 5%10-6 213,686 6,000 5x10-6 106,159

Obdobné vysledky jsou patrné pii aplikaci metody AVMC v pIné formulaci (tabulka 2,
leva ¢ast), stejné jako pro generovani pouze vyznamnych scénatti (tabulka 2, prava ¢ast). Pii
prvé moznosti 1ze vypozorovat jak mirnou tsporu ¢asovych nakladd, tak pokles chyby
odhadu o zhruba ctvrtinu. Generovani pouze vyznamnych scénait se svou Casovou
naroc¢nosti blizi obdobnému postupu pro PMC, chyba je vSak zhruba polovi¢ni.

Ttetim aplikovanym pfistupem je metoda stratifikovaného vybéru, tedy ze vSech tii
zvolenych metod postup teoreticky nejpiesnéjsi a casoveé nejnarocnéjsi. Vzhledem
k nutnosti uréeni chyby odhadu mizeme aplikovat dva odlisné postupy: (i) kazdy
subinterval vypliujeme N/M-krat;® (ii) jednotlivé scénaie vyvoje generujeme
opakovang, pricemz odhad ceny je vysledek prvni série N pokust 170“) a chyba SE je
zjisténa jako smérodatnd odchylka jednotlivych odhadt 170(") ,k=14az1000.Po ovéteni

je aplikovana druha moznost, kterd se pro odhad chyby jevi jako spolehlivéjsi.

Dle vysledkii obsazenych v tabulce 3 je zfejmé, ze metoda poskytuje vysoce kvalitni
odhad s minimalni chybou jiZ pro n¢kolik tisic scénaiti v case do jedné sekundy, pficemz
pfi generovani pouze vyznamnych scénait, tj. stratifikace pravdépodobnosti jen
v intervalu [a,1], 1ze ¢asovou naro¢nost dale snizit o ptiblizné polovinu (chyba odhadu
zustava vzhledem ke specifikaci subintervalll v zdsad¢ stejna).

Kromé uvedenych bylo dale provéteno spojeni metod AVMC a SSMC. Po ovéieni

nekolika variant (dva prvky soumérné mezi stratami, dva prvky soumérné uvnit kazdé

6 Je mozné pracovat napiiklad s dvojicemi {10,10}, {100,10}, {200,50}, {1000,100} a {2000,500},
pri¢emz {x,y} oznacuje pocet subintervalli a ndhodnych prvkl v kazdém z nich.
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straty, vice prvkid soumérn€ umisténych uvnitt kazdé ze strat, apod.) se jako
nejefektivnéjsi ukazalo generovani dvou symetricky vzdalenych prvkit v kazdém
z intervall. Pravé tyto vysledky jsou prezentovany v tabulce 4. Vysledkem je o témét

Zde je nutné zminit, Ze Casova naro¢nost pii praci jen s vyznamnymi scénafi jak
u SSMC, tak AV-SSMC se pfili$ nelisi od odpovidajicich hodnot pro PMC a AVMC,
avsak chyba je mnohonasobné nizsi. Je to dano tim, ze ve vSech piipadech nejprve
generujeme prvky z rovnomérné rozdéleni, které nasledné prevadime prostiednictvim
metody inverzni transformace na prvky spliujici podminky normovaného normalniho
rozd¢leni.

Poznamka k rozdilnosti verzi programu. generovani souboru prvkii z normovaného
normalniho rozdéleni je ve verzi 6.0.1 az osmkrat rychlejsi oproti verzi 5.2, naopak pri
generovani prvkii z rovnomérného rozdéleni doslo k zrychleni radové jen o desitky
procent, coz pri zachovani priblizné stejné narocnosti urceni inverzni funkce
k normovanému normdalnimu rozdéleni vyraznym zpiisobem snizZuje prinos pokrocilé
metody stratifikovanych vybérii i postupu na bazi vyznamnych scénarii.

Ovéreni intervalu spolehlivosti pro BS model

Nezbytnou soucasti procedury simulace Monte Carlo je urceni intervalu spolehlivosti.
Tedy, ziskdme-li odhad ceny opce V, , méla by skute¢na cena lezet s pravdépodobnosti

(1 —a) v intervalu ohrani¢eném V" a V :
V=V, +F;" (0 /2)-SE. (18)

Tento vztah je zalozen na pfedpokladu normalniho pravdépodobnostniho rozdéleni
odhadu. V této ¢asti jednak ovéfime, zda je tento predpoklad platny, tj. nakolik je
uréeny interval relevantni, a rovnéz ovétime, zda zjisténd hodnota parametru SE
skute¢né odpovida chybé odhadu (smérodatné odchylce).

Za timto ucelem realizujeme pro jednotlivé metody k=1 000 odhadli ceny derivatu,
pro zjednodusSeni pro N=100a N=1 000 (nezavislych) scénari ndhodného vyvoje. Pak
musi (1 — o)k odhadll leZet uvnitf intervalu:

V. () e[V, +F;" (0. /2)-SE; V, —F' (0. /2)-SE] . (19)

Jiz z grafického znazornéni pomoci histogrami (obrazek 1) je patrné, ze vysledky
ziskané jednodussimi metodami (PMC, AVMC) naznacuji normalni typ pravdépodob-
nostniho rozdéleni, kdezto metody postavené na stratifikaci (SSMC a AV-SSMC)
vedou k pozitivni Sikmosti a rovnéz t€z§im konclim v pravé ¢asti spektra (graficka
podoba ptipomind spise lognormalni pravdépodobnostni rozdéleni). Pfi interpretaci
vysledkl je tak nutna vétsi obezietnost.

Pro uplnéjsi posouzeni jsou jednotlivé vysledky detailnéji zaznamenany prostied-
nictvim zji$téné smérodatné odchylky odhadt, Sikmosti a $picatosti a dolni a horni
meze intervalu urc¢eného pro a = 0,05 — vzhledem k obdobnym vysledkiim pro blizké
postupy pouze pro metody PMC (tabulka 5) a SSMC (tabulka 6).
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Obrazek 1
Pravdépodobnostni rozdéleni odhadt ceny opce pfi k =1 000 opakovani (N =100 nahore, N =
1 000 dole) pro PMC, AVMC, SSMC a AV-SSMC (zleva doprava
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Tabulka 5

Ovéreni chyby odhadu dle PMC (BS model)
Parametr Odhad pro Ovéreni pri Odhad pro Ovéreni pri

N=100 k=1000 N=1000 k=1000

Stiedni hodnota 8,350 6,027 5,897 6,023
Smérodatna odchylka 0,954 0,926 0,284 0,291
Sikmost — 0,45 — - 0,020
Spicatost — 3,473 — 2,952
Dolni mez 4,148 4,380 5,444 5,447
Horni mez 7,852 7,983 6,556 6,554

Je logické, ze stfedni hodnota odhadll pro & opakovani je ve vSech pfipadech
mnohem blize teoreticky spravné cené. Co se ty¢e odhadu smérodatné odchylky
vysledku (SE), pro metodu PMC je vcelku odpovidajici v obou piipadech, Sikmost
a Spicatost pak indikuje normalni pravdépodobnostni rozdéleni jen pro vyssi N.
Obdobné interval zjistény pro stanovené a vcelku odpovida predpokladu jen pro
N =1 000, zatimco pro N = 100 je zjistény interval znatelné posunuty. Po ovéfeni
i dalSich kombinaci N a k lze fici, ze odhadnuty interval lze pro niz$i N obecné
povazovat jako mén¢ pravdivy nez pii vyssim poctu scénaiti. Za piedpokladu aplikace
metody SSMC (tabulka 6) je zfejmé, ze smérodatnd odchylka musi odpovidat (dano
zpusobem urceni). Rovnéz neni piekvapivé, ze stfedni hodnota odhadi je tentokrat
jeste blize k predpokladanému vysledku. Co se tyce parametrti Sikmosti a Spicatosti,
prislusné hodnoty potvrzuji zavér o nenormalnosti rozdéleni, ktery byl u¢inén na
zakladé grafickych vysledkl. To ma za nasledek zejména vzdaleni se pravého okraje
intervalu.
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Tabulka 6
Ovéreni chyby odhadu dle SSMC (BS model)

Parametr Odhad pro Ovéreni pri Odhad pro Ovéreni pri
N=100 k=1000 N=1000 k=1000
Stfedni hodnota 5,699 6,004 5,973 6,000
Smérodatna odchylka 0,079 0,079 0,006 0,006
Sikmost — 1,782 o 1,603
Spicatost e 9,172 — 7,343
Dolni mez 5,870 5,903 5,989 5,992
Horni mez 6,130 6,180 6,011 6,017

VG model (Variance gama model)

V této ¢asti budeme pracovat s VG modelem, ktery umoziiuje modelovat i vyssi
momenty pravdépodobnostniho rozdéleni vynost ceny podkladového aktiva (Sikmost
a$picatost). V rizikové neutralnim prostiedi je dan vyvoj ceny podkladového aktiva S takto:

Sy =S8y, =8, exp(r-t+VG(1)—m-1), (20)

pficemz parametr m:—éln(l—ev—ig v) zaji§ uje, ze E[S,]=S,exp[rt] . Oproti

0+1

predchozimu ptipadu predpokladame, ze Sikmost = — 0,80556 a Spicatost = 4,14235.
Nahodny prvek VG(r) dle (7):

VG(t) = 0-g. +9,/g. -, 1)

zde tedy /(¢)=g., 1ze ziskat dvéma zpiisoby — bud’ jako fizeny Browntliv pohyb (déle
V1), tj. kombinaci nezévislych nahodnych velicin {g eGL;v];E eN[o;l]} , nebo
alternativn€ jako rozdil dvou nezavislych gama prvkii (dale V2).

V ptipadé zde studované opce Ize jeji cenu V' (1;5; 9) ziskat integraci ceny dle BS
modelu, ¥ * (1;S;6) , na zakladé funkce hustoty gama rozdéleni f,. (g):

VVG(r;S;9)=j Jo @V " (S -explB-g+1-87-g-w-1],9- [+ ) dg

:T el VBS(T Seexpl0-g+19%g-wl,9- [ )de. (22)
‘ V‘ r'e)

Po dosazeni piislusnych parametrd 6 = — 2,00628, 3 = 0,34325, v = 0,02264
a ®=—1,90566 lze ziskat cenu opce jako V" (1;5;9) = 5,7537.

Jednotlivé vysledky ziskané aplikaci vybranych simulac¢nich postupii jsou uvedeny
v tabulce 7 (PMC), tabulce 8 (LHSMC) a tabulce 9 (AV-LHSMC), v levé ¢asti vzdy pro
V1, v pravé pro V2. V tabulce 10 jsou pak prezentovany vysledky ziskané metodou
SSMC pro distribu¢ni funkci VG procesu, tj. kombinaci funkci hustoty pro gama
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rozdéleni a normdalni rozdéleni pravdépodobnosti, pfi¢emz v pravé ¢asti jsou uvedeny
vysledky ziskané pii realizovani jen vyznamnych scénaia.

Nejdfive se zaméfime na metodu PMC. Srovname-li vysledky obou studovanych
pojeti, neni patrny vyznamny rozdil. Pro prvotni odhad ceny opce je stejn¢ jako
v ptipad¢ metody PMC u BS modelu nutné generovat nékolik tisic scénart, pticemz
vypoctend chyba fadové odpovida. Za predpokladu vyvoje ceny podkladového aktiva
dle VG modelu tak velmi kvalitni odhad zabere opét vétsi pocet sekund.

Vysledky ziskané aplikaci pokrocilejsiho postupu LHSMC jsou obsazeny
v tabulce 8. Porovname-li ob¢ definice VG modelu, je postup dle V2 tentokrat vyrazné
casové narocnosti oproti PMC pfiblizné 250-ti nasobny. Vzhledem k tomu, Ze ptistup
LHS neumoznuje jednoduché vyjadieni chyby odhadu, je SE urcéena na zakla-
d¢ opakovani scénati vyvoje. Timto postupem zjisténa chyba piiblizné odpovida chybé
u PMC pii desetkrat vy$Sim poctu scénaid, coz vzhledem k ¢asové néro¢nosti
uptednostiiuje metodu PMC.

Alternativou k metodé LHSMC je generovani dvou symetricky umisténych prvka
v kazdém subintervalu (AV-LHSMC). Vysledky jsou prezentovany v tabulce 9. Je
ziejmé, ze ¢asova naro¢nost je obdobnd, chyba odhadu vSak roste. Prosté LHS proto
pusobi efektivnéji pro obé vyjadieni VG modelu.

Tabulka 7
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomoci PMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,005 0,7555 0,000 6,008 0,7987 0,000
1000 6,500 0,2406 0,007 5,892 0,2467 0,016
10 000 5,657 0,0774 0,046 5,684 0,0756 0,031
100 000 5,792 0,0241 0,437 5,742 0,0241 0,468
1 000 000 5,753 0,0076 4,462 5,756 0,0076 4,586
Tabulka 8
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomoci LHSMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,825 0,2325 0,125 5,815 0,2059 0,187
1000 5,792 0,0733 1,139 5,805 0,0688 1,997
10 000 5,763 0,0238 11,371 5,762 0,0197 19,781
100 000 5,770 0,0074 115,051 5,749 0,0065 196,000
1000 000 5,750 0,0024 1 156,590 5,754 0,0017 1 922,000
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Tabulka 9
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomoci AV-LHSMC

Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,775 0,3530 0,121 5,708 0,2639 0,187
1000 5,941 0,1111 1,154 5,674 0,0964 2,075
10 000 5,748 0,0324 11,763 5,801 0,0284 19,468
100 000 5,762 0,0113 117,203 5,738 0,0098 193,286
1 000 000 5,753 0,0034 1156,110 5,758 0,0025 1 908,200
Tabulka 10
Odhad hodnoty vanilla call opce dle VG modelu pomoci SSMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,692 0,03740 221,8 5,864 0,03740 111,2
1000 5,751 0,00354 2203,6 5,764 0,00354 11174
10 000 5,754 0,00031 22 287,6 5,756 0,00031 112531
100 000 5,754 0,00003 | 221 816,0 5,754 0,00003 | 111 124,1

Posledni studovana alternativa odhadu ceny call opce dle VG modelu je stratifikacni
pristup SSMC dle distribu¢ni funkce VG modelu, coz umoziiuje pracovat jen s vyz-
namnymi scénafi. Dle potfebného Casu je zfejma pocetni naro¢nost této metody, i kdyz
pro dané N dochazi k vyraznému snizeni predpokladané chyby odhadu (pokles je v za-
sadé obdobny k BS modelu). Casovou naroénost stratifikace dle distribuéni funkce lze
dale snizit na pfiblizn¢ jednu polovinu, pokud budeme pracovat pouze s vyznamnymi
scénafi. Chyba odhadu pfitom zlistava stejna.

Pozndmka k rozdilnosti verzi programu: posun v efektivnosti generovani souboru
prvkii z gama rozdéleni je ve verzi 6.0.1 jesté vys$si nez u normovaného normdlniho
rozdélent, coz vede k priblizeni casovych narocnosti BS a obou definic VG modelu pri
Jjednoduché simulaci oproti verzi 5.2. Posun v efektivnosti vypoctii pro metody inverzni
transformace vSak opét neni nijak patrny, relativni efektivnost metod LHS i SS tak i zde
klesa. Rovnéz nebylo pozorovdno ani zvySeni efektivnosti FeSeni invertované
distribucni funkce VG procesu.

Ovéreni intervalu spolehlivosti pro VG model

Rovnéz v piipadé VG modelu doslo k ovéteni, nakolik je interval spolehlivosti vyuzitelny
za ucelem odhadu chyby modelu. Dikladnéji jsou prezentovany jen vysledky ziskané dle
metody PMC pro vyjadfeni VG modelu jako fizeného Brownova pohybu, nebo s urcitou
vyjimkou aplikace distribu¢ni funkce VG procesu jsou ostatni vysledky obdobné.
Graficka podoba pravdépodobnostniho rozdéleni hodnot opce pro jednotlivé série
scénarti v zadsadeé odpovida obrazek 1 — neni patrnd zadna zvlastni odliSnost od nor-
malniho rozdé€leni, coz je potvrzeno hodnotami v tabulce 11. I kdyz pro nizsi pocty
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scénait existuji urcité rozdilnosti (zjisténd smérodatnd odchylka je mirné nizsi nez
odhadnuta a interval je uzsi), s rostoucim N se tento rozdil stird. Stfedni hodnota
jednotlivych opakovani odhadu je tak velmi blizka teoreticky piedpokladanému
vysledku, odhad smérodatné odchylky je relevantni, Sikmost a Spicatost se znatelné
neodliSuje od parametri normalniho rozdéleni a hranice intervalii jsou téméf totozné.

Tabulka 11

Ovéreni chyby odhadu dle PMC (VG model)
Parametr Odhad pro Ovéreni pri Odhad pro Ovéreni pri

N=100 k=1000 N=1000 k=1000

Stfedni hodnota 7,918 5,781 5,900 5,751
Smérodatna odchylka 0,826 0,766 0,241 0,241
Sikmost — 0,155 e 0,091
Spicatost — 3,140 o 2,886
Dolni mez 4,136 4,365 5,282 5,287
Horni mez 7,372 7,399 6,225 6,224

NIG model (Normal Inverse Gaussian model)

Jinym modelem, ktery umoziuje vystihnout i vyssi momenty pravdépodobnostniho
rozdéleni vynosu ceny podkladového aktiva (Sikmost a Spicatost) je NIG model:

Sy =8,.. =8, -exp(r-1+ NIG(1)—® 1), (23)

kde parametr 0= (1 —1-20v-97%y ’ /v opét zaji§ uje, Ze E[S, | =S, exp[rt], pficemz

Sikmost = — 0,80556 a Spicatost = 4,14235.
Nahodny prvek NIG(t) dle (7):

NIG(t)=0-1, +9-\I %, (24)
zde tedy /(t)=1_, lze ziskat dvéma zplsoby. Bud' jako fizeny Browntiv pohyb
kombinaci nezédvislych ndhodnych veli¢in {I eGly,~;€eN [0;1]} (dale V1), nebo
alternativné kombinaci tfi nezavislych prvki z normovaného normalni rozd¢leni, tj. na
bazi parametrt o, B, 6 (dale V2).

Ve zde studovaném ptipadé jednoduché call opce Ize cenu opce V" (1;.5; 9 ) uréit na
zakladé integrace ceny dle BS modelu, V' * (1;S;5), pomoci funkce hustoty inverzniho
Gaussova rozdéleni f; (g):

VY (5:8:9)=] fi (@ " (%S -expl0-g+ -9 -g—w-7], 8- [*) dg
0

22

exp{ (o) }

2v-g

T e

o =3
<
VQ

VBS(I;S‘exp[O'g+%-82 g-»-1],9 ‘\/E)dg. (25)
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Po dosazeni ptislusnych parametria 6 =—0,42022,3 =0,0677, v=0,09237 a o =—
0,4106 uréime cenu opce: V" (1;5;9) = 5,7612.

Vysledky dosazené aplikaci vybranych simulac¢nich postupti jsou uvedeny v tabulce
12 (PMC), tabulce 13 (LHSMC), tabulce 14 (AV-LHSMC/AVMC), v levé ¢asti vzdy
pro V1, v pravé pro V2, a déle v tabulce 15 — SSMC pro distribu¢ni funkci véetné
zohlednéni metody vyznamnych scénait (vpravo).

Tabulka 12
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomoci PMC
Pocet scénari Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 6,867 0,7536 0,001 5,433 0,7557 0,015
1000 5,522 0,2255 0,006 5,639 0,2449 0,187
10 000 5,765 0,0761 0,063 5,835 0,0752 1,857
100 000 5,773 0,0242 0,499 5,748 0,0234 18,735
1000 000 5,762 0,0076 5,553 5,742 0,0076 186,156
Tabulka 13
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomoci LHSMC
Polet scénarh Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,787 0,2587 0,280 5,867 0,8395 0,078
1000 5,844 0,0800 2,574 5,760 0,2393 0,562
10 000 5,783 0,0242 24,727 5,789 0,0760 6,209
100 000 5,754 0,0087 258,244 5,772 0,0240 63,398
1000 000 5,761 0,0024 | 2 633,080 5,759 0,0076 620,838
Tabulka 14
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomoci AV-LHSMC/AVMC
Pocet scénaii Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU
100 5,586 0,2585 0,265 6,514 1,1628 0,011
1000 5,663 0,0788 2,403 5,549 0,3070 0,044
10 000 5,737 0,0235 23,369 5,773 0,1096 0,553
100 000 5,761 0,0073 225,546 5,730 0,0311 5,647
1 000 000 5,765 0,0024 2274,77 5,759 0,0102 55,081

7  Vysledek se ponékud lisi vzhledem k VG modelu kvili zaokrouhleni vstupnich parametri.
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Tabulka 15
Odhad hodnoty vanilla call opce dle NIG modelu pomoci SSMC

Pocet scénaii Hodnota Chyba Cas Hodnota Chyba Cas
N Vo SE CPU Vo SE CPU

100 5,753 0,02999 210,9 5,753 0,02999 143,7

1000 5,763 0,00310 21423 5,763 0,00310 14335

10 000 5,759 0,00030 21416,5 5,759 0,00030 14 453,5

100 000 5,761 0,00003 | 213 233,5 5,761 0,00003 | 143 424,5

Na zakladé aplikace metody PMC je ziejmé, ze zjisténad chyba odhadu i ¢asova
naro¢nost u obou vyjadreni ptiblizn¢€ odpovidaji vysledkiim dosazenym v ptipadé VG
modelu. Pro spolehlivy odhad tak je opét tfeba nékolik sekund. Zaroven je zifejmé, ze
alternativni definice pomoci parametra (o, B , 8) je znateln¢ pomalejsi.

Jestlize aplikujeme postup zalozeny na stratifikaci intervalu pravdépodobnosti
(LHSMC), jsou vysledky ovlivnény skutecnosti, ze v piipadé procesu IG musime
zdlouhavé numericky fesit inverzni funkci k funkci distribuéni. Casova naroénost proto
oproti pfedchozim modeltim roste vicenasobn¢. Na druhou stranu, alternativni definice
je zde aplikovana na bazi tii nezavislych prvkl z jednoduse zpracovatelnych rozdéleni
— Casova naro¢nost proto roste méné, nedochazi vsak k témet zadnému poklesu chyby.

Kone¢né, vysledky pti vyuziti metody protikladnych proménnych jsou uvedeny
v tabulce 14, v levé casti pro definici modelu NIG jako fizeného geometrického
Brownova pohybu (spojeni AVMC a LHSMC), v pravé ¢asti pro definici pomoci
parametra (o, B, 8) (AVMC bez stratifikace). V prvém piipad¢ dochdzi oproti prosté
LHSMC k nepatrnému snizeni chyby i ¢asové naro¢nosti. Druhy piipad je nutné srovnat
spiSe s metodou PMC — chyba je sice stejného fadu, ¢asova narocnost vSak klesa na
jednu ¢tvrtinu (realizujeme jen Ctvrtinu scénait).

Co se tyCe intervalu spolehlivosti, respektive pravdépodobnostniho rozdéleni
odhadu, tak jsou vysledky obdobné k VG modelu. Tedy diky tomu, ze pracujeme
s prvky z dvou ruznych ¢i tii stejnych pravdépodobnostnich rozdé€leni s odlisnymi
parametry, nema ani stratifikace dopad na zménu grafické podoby histogramu,
respektive znatelné zvySeni Sikmosti ¢i Spicatosti.

Poznamka k rozdilnosti verzi programu: od verze 6 je nové zakomponovano inverzni
Gaussovo rozdéleni, pricemz generovani prislusnych pseudondhodnych prvkii je veelku
stejné efektivni jako u gama rozdéleni; zakomponovana inverzni funkce k danému
rozdeéleni vSak je znacné neefektivni — metoda inverzni transformace proto byla
aplikovana pomoci numerického resent invertované distribucni funkce, coz se ukdzalo
jako desetkrat rychlejsi.

Shrnuti a srovnani jednotlivych vysledku

Postupné byly aplikovany vybrané piistupy simulace Monte Carlo za uc¢elem odhadu
(urceni) ceny evropské call opce na aktivum typu bezdividendové akcie za predpokladu
normalniho pravdépodobnostniho rozdéleni vynosi (BS model) i pii zohlednéni
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Sikmosti a Spicatosti (modely VG a NIG). Parametry pravdépodobnostniho rozdéleni
podkladovych vynost a teoreticky spravnou cenu opce shrnuje tabulka 16.

Tabulka 16

Parametry podkladového procesu a teoreticka cena opce
Parametr Symbol BS VG NIG
Sti‘edni hodnota vynosi r 0,0050 0,0050 0,0050
Smérodatna odchylka vynosi o 0,1446 0,1445 0,1445
Sikmost vynosu 0,0000 —0,8056 -0,8056
Spicatost vynosi 3,0000 4,1423 4,1423
Sti‘edni hodnota ceny aktiva E[S7] 100,501 100,501 100,501
Cena opce Vs 6,00013 5,7537 5,7612

Prvnim analyzovanym bylo klasické prostfedi BS modelu s teoretickou cenou
V' #5=6.00013. Pfi aplikaci simulace Monte Carlo v zdkladni podobé bylo mozné v ¢ase
do 1 sekundy dosahnout odhadu s ptedpokladanou chybou ptiblizn€ 0,62 % z teoretické
ceny opce pii spolehlivosti 95 %. Za predpokladu aplikace metody protikladnych
proménnych bylo mozné dosahnout ve stejném Case vysledek s ptedpokladanou chybou
ptiblizné¢ 0,46 %. Jinak feCeno, metoda AVMC nam dava ptiblizné stejnou
odhadovanou chybu pfi polovi¢nim Case jako metoda PMC.

Bylo ukazano, ze pii stejné velikosti parametru N vede vyhodnoceni pouze
vyznamnych scénaiti k ptiblizné 25-nasobnému ristu ¢asovych nakladi pfi snizeni
chyby odhadu na asi polovinu. Oba postupy lze obdobné srovnat jen co do ¢asu. Pi
hrubém srovnani, potiebujeme-li pro realizaci N scénait x ¢asovych jednotek, bude
odpovidajici narocnost pomoci inverzni transformace 50x. Generovani jen vyznam-
nych scénafi tak bude v daném piipade rychlejsi, pokud pravdépodobnost uplatnéni
p= (1-a)<0,02, coz je velmi fidky ptipad.

Chceme-li srovnat oba postupy diikladnéji, je vhodné vyhodnotit naptiklad metodu
PMC pro takovy pocet scénait, aby ¢asova naro¢nost byla stejnd. V daném piipad¢ se
jedna o provedeni PMC pro 25N — vysledkem je o vice nez polovinu niz$i chyba
odhadu. Jednoduchy piistup PMC tak puisobi efektivnéji, s vyjimkou opci silné OTM.

Mirné€ odlisna situace nastava v piipadé AVMC. Provadime-li simulaci pouze pro
vyznamné scénare, roste casova narocnost témet tiicetkrat, chyba se vsak snizuje vice
nez tfikrat. Provedeme-li AVMC pro 28N, ¢asova naro¢nost je tedy stejna jako u AVMC
pro vyznamné scénafe na bazi NV, bude zjisténa chyba o pfiblizné pétinu nizsi. Ve zde
studovaném piipade¢ lze tedy uptfednostnit provadéni AVMC pro vSechny scénate. Je
vSak zfejmé, Ze pokud pravdépodobnost uplatnéni opce znatelné klesne pod jednu
polovinu, bude vhodné uptednostnit pravé praci jen s vyznamnymi scénafi.

Jako postup, ktery by mél vést k vyrazné lep$im vysledktim, byla aplikovana metoda
stratifikace. Pi této metodé bylo dosazeno ptiblizné stejné chyby jako pro PMC (0,62 %
z ceny opce) v Case do 0,1 sekundy. Mirného snizeni ptredpoklddané chyby i Casové
narocnosti bylo dosazeno pti zakomponovani postupu protikladnych proménnych do
stratifikace, tj. pii generovani dvou symetricky umisténych prvki v kazdé ze strat (tento
zpusob se ukézal jako nejvhodnéjsi ze vSech zvazovanych kombinaci obou postupit).

790 @ POLITICKA EKONOMIE, 6, 2008



Pokud byly generovany jen vyznamné scénate, bylo mozné dodatecné snizeni
¢asové naroc¢nosti o piiblizn€ polovinu pii v zasadé stejné chybé. Tento postup se proto
jevijako nejefektivnéjsi ze vSech zde sledovanych alternativ. Chyby 0,62 % z ceny opce
I1ze dosahnout v case 0,05 sekundy. Je-li pro vypocet k dispozici jedna sekunda, bude
chyba 0,01 % z ceny opce.

Velmi dilezita je rovnéz identifikace konvergence vysledku, tedy jakou mirou klesa
chyba odhadu. Na zaklad¢ ptislusnych tabulek je zfejmé, Ze vyndsobime-li pocet scénait
koeficientem x, klesne chyba odhadu pro PMC ¢i AVMC v obou vyjadienich o \/;c, tj.

N - :G%,
) Vx

nebo o x pro SSMC ¢i AV-SSMC v obou vyjadienich, tj.

N-x:>01/,
x

kde o, oznacuje smérodatnou odchylku odhadu pro N realizovanych scénatti.

V ramci alternativniho studovaného prostiedi byla zohlednéna skute¢na Sikmost
a Spicatost podkladovych vynost, jednak pomoci VG modelu, dale s vyuzitim NIG mo-
delu, pfi¢emz oba modely by mély vést k cend opce 5,75.° Bylo zjisténo, Ze oba modely
pres odlisnou definici umoznuji za predpokladu pouziti stejného postupu simulace
doséhnout ptiblizn€ stejnou chybu odhadu, 1 kdyz casova naro¢nost se mize lisit.

Pro ptipad simulace Monte Carlo v zakladni podobé¢ je vypoctenad chyba mirné nizsi
nez u BS modelu (pro stejny pocet scénait), Casova naro¢nost v§ak mirn€ vyssi. Z obou
definic VG modelu — spojeni prvkli z normovaného normalniho rozdéleni a gama
rozdéleni (V1) nebo dvou nezavislych prvkll z gama rozdéleni (V2) — je efektivnéjsi
vzhledem k rychlosti generatoru pojeti prvni. V piipadé PMC je dosahovano stejné chyby
v obou pripadech. Pti aplikaci metody LHS je sice chyba v pojeti dvou nezavislych prvki
z gama rozdeleni nizsi, avSak pokud vyhodnotime VG model v pojeti V1 pro pocet
scénafi, které znamenaji stejnou ¢asovou narocnost, tj. pfiblizné 1,5V, bude naopak
zjisténa chyba nizsi pro pojeti V1. Zakomponovani metody protikladnych proménnych
74dny vyznamny piinos nepfineslo jak pro pojeti V1, tak V2. Casova Gispora je minimalni,
chyba znatelné roste. Nezda se tedy, ze by melo smysl zvazovat uziti této alternativy.

Pokud by nebyla respektovana Casova narocnost, bylo by mozné povazovat za
nejpiihodnéjsi postup stratifikaci distribucni funkce studovaného modelu. Pti
zohlednéni Casové naro¢nosti se tento ptinos muze zdat jako sporny. Podivejme se vSak
blize na konvergenci vysledkt. Pokud zvysime pocet scénart x-krat, poklesne chyba
uPMC (1 AVMC) dle j,;c (tedy obdobné jako u BS modelu). Pokles stejného fadu vsak
Ize vypozorovat i pro postupy zalozené¢ na LHSMC. To znamena, ze chceme-li snizit
chybu odhadu desetkrat, musime zvysit pocet scénaiti a tim i casovou naro¢nost stokrat.

Vyrazné lepsi konvergence je patrna pro stratifikaci na zakladé distribu¢ni funkce
komplexniho procesu — pokles odpovida x. Preferovana metoda proto bude zaviset na
pozadované piesnosti. Opét plati, ze SSMC pro vyznamné scénaie bude efektivnéjsi
nez metoda pracujici se vSemi scénafi, viz tabulka 17.

8  Jak jiz bylo uvedeno, vysledky se mirn¢ lisi vzhledem k zaokrouhleni vstupnich parametra.

POLITICKA EKONOMIE, 6,2008 @ 791



Tabulka 17
Srovnani efektivnosti pfi pozadavku vysoké presnosti

PMC SSMC SSMC - jen vyznamné
N 100 108 100 10° 100 10°
SE 0,825 7,6 x 107 0,0374 3,1 x 107 0,0374 3,1 %107
CPU 44 %x10* 4,4 %10° 221 2,21 x 10° 111 1,1 x 10°

V piipadé modelu NIG byly studovany dvé varianty — definice na bazi prvku
z normovaného normalniho rozdéleni a inverzniho Gaussova rozdéleni (V1) nebo
definice pomoci tfi prvka (V2). Pfi celkovém srovnani vychazi jako jednoznacné
nejefektivnéjsi PMC pro V1. Jedinou vyjimkou miize byt pozadavek velmi vysoké
presnosti — v takovém piipadé by se projevila rychlejsi konvergence pii stratifikaci NIG
distribucni funkce, tak jako tomu bylo u VG modelu.

Ze srovnani modeli VG a NIG vyplyva v zasadé stejna chyba i obdobna ¢asova
naroc¢nost, 1 kdyz vypocty s funkcemi pro inverzni Gaussovo rozdéleni pravdépo-

Vv

5. Zaveér

Téziste vyuziti simulaci typu metody Monte Carlo ve financich lezi zejména pii odhadu
ceny finan¢nich derivatd, jejichz cenu nelze urcit analyticky. Jedna se naptiklad o opce
s komplikovanou vyplatni funkci, s vice podkladovymi aktivy nebo komplexnimi
podkladovymi procesy. Vynosy aktiv na modernich financni trzich jsou typické
nenulovou Sikmosti a dodatecnou Spicatosti, coz vytvaii dalsi oblasti efektivni aplikace
metody Monte Carlo.

Tento ¢lanek byl zaméten na aplikaci a posouzeni schopnosti vybranych metod
snizovani rozptylu simulace Monte Carlo pfi urCeni teoreticky spravné ceny opce.
Zvazovanymi modely bylo jak klasické prostfedi dle Blacka a Scholese, tak vice
realné€jsi prostredi, které umoznuje modelovat i Sikmost a Spicatost pravdépodob-
nostniho rozdéleni vynost podkladovych faktorti (VG model a NIG model).

Jako nejefektivnéj$im postupem pti uréeni ceny plain vanilla call opce v ramci BS
modelu se jevila metoda stratifikovaného vybéru ve spojeni s principem protikladnych
proménnych provadéna pouze pro vyznamné scénaie. V ramci prostiedi zohlednujiciho
Sikmost a $picatost byly vysledky ziskany nejrychleji prostou simulaci (PMC), jaku VG
modelu, tak NIG modelu. V ptipadé vysoké pozadované piesnosti vSak 1ze vzhledem ke
konvergenci opét predpokladat vyssi efektivnost pii vyuziti distribuéni funkce
komplexniho procesu pro vyznamné scénare.

Ze srovnani VG modelu a NIG modelu pro zde posuzované metody a postupy
vychazi oba modely obdobné¢ zejména pro jednodussi metody. Ve vSech piipadech se
vSak projevuje vyssi pocetni naro¢nost modelu NIG, zejména v disledku vyrazné
rychlejSiho a efektivnéjsiho uréeni inverzni funkce k distribu¢ni funkci gama rozdéleni
oproti inverznimu Gaussovu.

Nedilnou soucasti odhadu ceny opce pomoci simulace Monte Carlo je urCeni
intervalu spolehlivosti. V této souvislosti je nutné zminit pon¢kud odlisny charakter
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pravdépodobnostniho rozdéleni odhadd — zatimco jednodussi metody vedou
k normalnimu rozd¢leni, v ptipad¢ stratifikace nahodnych prvkl z jednoho rozdéleni
ma vysledek podobu spiSe rozdéleni lognormélniho. Tuto skute¢nost je nutné brat
v tvahu pfi interpretaci odhadnuté ceny.
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EXAMINATION OF SELECTED IMPROVEMENT APPROACHES
TO MONTE CARLO SIMULATION IN OPTION PRICING

Tomas Tichy, VSB —Technical University of Ostrava, Sokolska 33, CZ - 701 21
Ostrava. (tomas.tichy@vsb.cz)

Abstract

In general, there exist many ways to detect the fair value of financial derivatives. However, each of
them is suitable for different purposes. For example, when the payoff function is not very simple or
the underlying process is too complex, the approach of Monte Carlo simulation can be useful.
Unfortunately, the plain Monte Carlo simulation needs a very high number of independent paths to
getreliable results. It is the reason why an improvement of the plain approach should be applied to
decrease the number of paths required in order to get reliable results. In this paper we study more
closely several such approaches and examine their potential of increasing the efficiency. To be
more exact, we apply the antithetic variates method and stratified sampling approaches, including
their combinations in order to get the fair price of a plain vanilla call. We consider three distinct
underlying processes: geometric Brownian motion, variance gamma model and normal inverse
Gaussian model. We also verify the confidence interval for the option price. We did not find any
improvements of examined methods for complex processes considering the definition via two or
more independent random numbers. However, if the required accuracy is very high, it might be
useful to apply the stratification to the distribution function of the complex process.
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