
Úvod

Cí lem èlán ku je for mu lo vat dy na mic ký spo ji tý mo del malé uzav øe né eko no mi ky s jed -
no du chou struk tu rou a s mi ni mál ním poè tem ne li ne a rit, kte rý by ge ne ro val ape ri o dic ké
os ci la ce cen. Zá klad mo de lu je pøe vzat z tra diè ní ho dy na mic ké ho Kal do ro va mo de lu,
jis tá od liš nost spo èí vá v tom, že pro mìn né jsou uvažová ny v lo ga rit mech. Pro ne li ne ár -
ní vaz by užívá me lo gis tic ké funk ce jako nej jed no duš ší a nej pøi ja tel nìj ší typ ne li ne ár ní
zá vis los ti v eko no mic ké rea li tì. Mo del je vy tvo øen ètyø mi di fe ren ci ál ní mi rov ni ce mi.
Dy na mi ka pro duk ce je dù sled kem ne rov no vá hy in ves tic a úspor, dy na mi ka ka pi tá lu je
dù sled kem èis tých in ves tic, kte ré jsou tvo øe ny roz dí lem in ves tic a ka pi tá lo vé spot øe by. 
Dy na mi ka ce no vé hla di ny je dù sle dek ne rov no vá hy na penìžním trhu a dy na mi ka oèe -
ká va né in fla ce je po psá na ve for mì spo ji té ho adap tiv ní ho oèe ká vá ní. Ana lý zu pro vá dí -
me na nu me ric ky ka lib ro va ném mo de lu. Ana ly zo va ný mo del vy ka zu je chao tic ké øe še -
ní, což je in di ko vá no kladným Ljapunovovým exponentem.

Ap li ka ce li ne ár ních dy na mic kých sys té mù v eko no mic ké teo rii má re la tiv nì dlou -
hou his to rii. V øadì od bor ných pub li ka cí, kte ré se za èí na jí v ob las ti teo re tic ké eko no mie 
ob je vo vat v po vá leè né dobì, naj de me ap li ka ci jak dis krét ních, tak spo ji tých li ne ár ních
sys té mù. Jed ny z prv ních jsou Phil lip sùv, Sa mu el so nùv a Hic ksùv mo del. Tyto mo de ly
a zá klad ní ana lý zu je jich øe še ní naj de me v knize Allena (1971). Obecný tvar lineárního
autonomního spojitého modelu je

&( ) ( )x t Ax t b= + , (1.1)

kde x(t) je vek to ro vá funk ce pro mìn né t o n sou øad ni cích. A je ma ti ce o n øád cích a n
sloup cích a b je vek tor o n sou øad ni cích. Po kud sys tém ge ne ru je os ci la ce, jsou to os ci la -
ce tlu me né nebo exp lozivní. Tr va lé os ci la ce jsou možné pro sin gu lár ní hod no ty pa ra -
met rù sys té mu. 

Ap li ka ce ne li ne ár ních sys té mù v eko no mic ké teo rii za èa la v pøi bližnì stej ném ob do -
bí, jako tomu bylo u li ne ár ních sys té mù, avšak ne mì la tak rych lý rozvoj. K roz vo ji ne li -
ne ár ní dy na mic ké eko no mic ké teo rie do šlo až poz dìji – na kon ci osm de sá tých let dva -
cá té ho sto le tí. Obec ný tvar ne li ne ár ní ho au to nom ní ho sys té mu je 

&( ) ( ( ))x t f x t= , (1.2)
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kde x(t) je vek to ro vá funk ce pro mìn né t o n sou øad ni cích. Funk ce f je vek to ro vá funk ce
o n sou øad ni cích, kte ré jsou funk ce mi vek to ro vé pro mìn né x(t). Vek tor ~x , pro kte rý pla tí

f x(~) = 0, (1.3)

na zve me rov no vážným bo dem nebo rov no vážným sta vem sys té mu. Pro vy šet øo vá ní
sta bi li ty rov no vážného bodu se používá li ne a ri zo va né sou sta vy ko lem bodu rov no vá hy, 
kte rá je dána rov ni cí 

&( )
(~)
~ ( )x t

f x

x
x t=

¶

¶
. (1.4)

Zde x(t) je vek to ro vá funk ce o n sou øad ni cích a vý raz 

¶

¶

f x

x

(~)
~ . (1.5)

je Ja co bi ho ma ti ce sou sta vy (1.2) v bodì ~x . 

1. Sek tor pro duk ce a tvor by ka pi tá lu – for mu la ce

Jád rem mo de lu bude tra diè ní Kal do rùv dy na mic ký mo del, kte rý po pi su je dy na mi ku
pro duk ce a ka pi tá lu. For mu la ce ta ko vé ho mo de lu na lez ne me na pøí klad v kni ze Lo ren -
ze, H-W. (1994) nebo v roz sáh lé prá ci au to rù Flas chel, P., Fran ke, R., Sem mler, W.
(1997). V tom to èlán ku mo di fi ku je me tra diè ní mo del v tom smys lu, že pro in ves tiè ní
funk ci používá me lo gis tic ký tvar a pro mìn né mo de lu bu dou uvažová ny v lo ga rit mech. 

Pro snad nìj ší po cho pe ní námi kon stru o va né ho Kal do ro va dy na mic ké ho mo de lu
zaè nì me tím, že pøi po me ne me tradièní formu modelu

[ ]& ( , ) ( )Y I Y K S Y= -a , (2.1)

kde Y, K zá vi sí na èase t a ozna èu jí pro duk ci a ka pi tál. Pa ra metr a vy jad øu je rych lost pøi -
zpù so be ní pro duk ce k ne rov no vá ze na ko mo dit ním trhu. Tato ne rov no vá ha je dána roz -
dí lem mezi in ves ti ce mi I a úspo ra mi S. In ves ti ce I jsou ros tou cí funk cí Y a kle sa jí cí
funk cí K. Úspo ry S jsou ros tou cí funk cí pro duk ce (dù cho du). Rov ni ce (2.1) po pi su je
po hyb pro duk ce jako dù sle dek ne rov no vá hy na ko mo dit ním trhu, kte rá je in ter pre to vá -
na pra vou stra nou rov ni ce jako ne rov nost in ves tic a úspor.

Rùst ka pi tá lu &K je ro ven roz dí lu in ves tic a ka pi tá lo vé ho opot øe be ní. Opot øe be ní ka pi tá -
lu D(K) je ros tou cí funk cí ka pi tá lu K. Rov ni ce, kte rá po pi su je po hyb ka pi tá lu K, má tvar

& ( , ) ( )K I Y K D Y= - . (2.2)

Rov ni ce (2.1) a (2.2) tvo øí Kal do rùv mo del tak, jak jej zná me v jeho ob vyk lé for mu -
la ci. Mo di fi ka ci to ho to mo de lu vy tvá øí me se zá mì rem jed no duš ší a pøe hled nìj ší ana lý -
zy cho vá ní mo de lu. Napøík lad bez ur èi té ho po zmì nì ní to ho to mo de lu by chom ne moh li
tak jed no du še za vést ne li ne a ri tu v po do bì lo gis tic ké funk ce, kte rá pøed sta vu je nej efek -
tiv nìj ší zob ra ze ní té sku teè nos ti, že in ves tiè ní míra pro níz ké hod no ty pro duk ce je nu lo -
vá, po tom ros te, až se ustá lí na pev né, ma xi mál ní hod no tì. Pøi po mí ná me, že in ves tiè ní
míra je po díl in ves tic na pro duk ci a pro duk ti vi ta ka pi tá lu je po díl pro duk tu a ka pi tá lu.



O in ves tiè ní míøe bu de me pøed po klá dat, že zá vi sí na pro duk ti vi tì ka pi tá lu c. Z dù vo dù,

kte ré bu dou zøej mé poz dìji, za ve de me ve li èi nu e vzta hem e = ln c, takže mùžeme psát 

j j e( ) ( )c e= . (2.3)

Míra in ves tic je ros tou cí funk ce v c nebo e a pøed po klá dá me, že se blíží k nule, jak -

mi le se  e blíží k -¥ (tj. c se blíží k nule) a blíží se k pev nì dané hod no tì vìt ší než nula a

men ší než jed na, jak mi le e (a tedy i c) se blíží k ne ko neè nu. Za ap ro xi ma ci míry in ves tic

je možné považovat sou èin nì ja ké klad né kon stan ty  m a lo gis tic ké funk ce pro mìn né e.
Tato lo gis tic ká funk ce je øe še ním di fe ren ci ál ní rov ni ce 

d

d

l e

e
l e l e

( )
( ) ( ( ))= × - ×a b (2.4)

Uvažujeme-li po èá teè ní pod mín ku l l( )0 0= , po tom dos ta ne me ná sle du jí cí øe še ní:

l e
l

l l e
( )

( )
=

×

× + - × × - ×

a

b a b e a

0

0 0

. (2.5)

Jak již bylo øe èe no, ap ro xi ma cí míry in ves tic je sou èin kon stan ty a lo gis tic ké funk -
ce, takže

i
a

b a b e a
( ) ( )

( )
e m l e

m l

l l e
= × =

× ×

× + - × × - ×

0

0 0

, (2.6)

nebo

i y k y k
a

b a b e a y k
( ) ( )

( ) ( )
- = × - =

× ×

× + - × × - × -
m l

m l

l l e

0

0 0

. (2.7)

Pro úspo ro vou funk ci vo lí me tvar 

S Y s s y s Y( , ) ( )p p= + × - × ×0 1 2 . (2.8)

Výše uve de ná funk ce po pi su je úspo ry jako sou èin sklo nu k úspo rám a pro duk ce.

Sklon k úspo rám zá vi sí na lo ga rit mu pro duk ce y a oèe ká va né míøe in fla ce p. Sklon
k úspo rám ros te s lo ga rit mem pro duk ce a kle sá s oèe ká va nou in fla cí. Dosadíme-li
z (2.7) a (2.8) do (2.1), kte rá je mo di fi ko vá na v tom smys lu, že mís to funk ce S (Y) ob sa -

hu je funk ci S (Y, p), dos ta ne me

[ ]& ( ) ( )Y i y k Y s s y s Y= × - × - + × - × ×a p0 1 2 . (2.9)

Dìlíme-li rov ni ci (2.9) pro mìn nou Y, dos ta ne me

[ ]& ( ) ( )y i y k s s y s= × - - + × - ×a p0 1 2 . (2.10)

Sym bo lem b Î (0,1) ozna èí me míru amor ti za ce ka pi tá lu. Ka pi tá lo vá tvor ba je pak
dána rov ni cí

& ( , )K I Y K K= - ×b . (2.11)
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Po kud vy jád øí me in ves ti ce jako sou èin in ves tiè ní míry a pro duk ce, dos ta ne me

& ( )K i y k Y K= - × - ×b . (2.12)

Vydìlíme-li rov ni ci (2.12) K, dos ta ne me 

&
( )

K

K
i y k

Y

K
= - × -b. (2.13)

Použijeme-li lo ga rit my mís to pù vod ních hod not Y a K, máme

& ( )k i y k e y k= - × -- b. (2.14)

Rov ni ce (2.10) a (2.14) po pi su jí dy na mi ku pro duk ce a ka pi tá lo vé tvor by. Jsou ur èi -
tou úpra vou pù vod ní ho Kal do ro va mo de lu. Zá vì reè nou úpra vu tìch to rov nic dos ta ne -
me, jest liže za míru in ves tic do sa dí me spe ci fic ký tvar této funk ce daný vzta hem (2.9), 
èímž dostaneme

&
( )

(
( )

y
a

b a b e
s s y s

a y k
=

× ×

× + - × ×
- + - ×

é

ë
ê

ù

û
- -

a
m l

l l
p0

0 0

0 1 2 ú, (2.15)

&
( ) ( )

k
a

b a b e
e

a y k

y k=
× ×

× + - × ×
× -

- -

-m l

l l
b0

0 0

. (2.16)

2. Ce no vá hla di na a oèe ká va ná in fla ce

Pøi dej me k uvažova né mu mo de lu po psa né mu rov ni ce mi (2.15) a (2.16) rov ni ce pro dy -
na mi ku ce no vé hla di ny a pro oèe ká va nou in fla ci. Dy na mi ka ce no vé hla di ny je ovliv òo -
vá na ne rov no vá hou na penìžním trhu. Po ptáv ka po pe nì zích je dána Fis he ro vou rov ni -
cí po ptáv ky po pe nì zích

M
V

P Yd = ×
1

( )p
, (3.1)

kde Md  je po ptáv ka po pe nì zích, P je ce no vá hla di na, V je rych lost obì hu penìžního, ð
je oèe ká va ná in fla ce. O rych los ti obì hu penìžního V pøed po klá dá me, že ros te s oèe ká -
va nou in fla cí. Zlo ga rit mo vá ním výše uve de né rov ni ce dos ta ne me 

m p y vd = + - ( )p , (3.2)

kde md je lo ga rit mus po ptáv ky po pe nì zích, p je lo ga rit mus ce no vé hla di ny a v je lo ga rit -
mus rych los ti penìžního obì hu. Pøed po klá dá me, že lo ga rit mus rych los ti penìžního
obìhu je dán ná sle du jí cí rov ni cí

v v( ) ( )p k q p= + ×0 , (3.3)

kde kon stan ta v0 je ur èe na tech no lo gic kou úrov ní pla teb ní ho sty ku. Pa ra metr ê je kon -

stan ta a è je lo gis tic ká funk ce pro mìn né p. Lo gis tic ká funk ce, jak víme, øeší rov ni ci  

d

d

q p

p
q p q p

( )
( ) ( ( ))= × - ×g h . (3.4)



Pøedpokládáme-li po èá teè ní pod mín ku q q( )0 0= , dos ta ne me par ti ku lár ní øe še ní
výše uve de né di fe ren ci ál ní rovnice tvaru:

q p
q

q q p
( )

( )
=

×

× + - × × - ×

g

h g h e g

0

0 0

, (3.5)

kde g a h jsou pa ra met ry a h ¹ 0. Teï jsme již pøi pra ve ni za vést rov ni ci pro dy na mi ku ce -
no vé hla di ny v roz ší øe ném Kal do ro vì mo de lu. Ten to ce no vý vý voj je dù sled kem ne rov -
no vá hy na penìžním trhu. Jed ná se vlast nì o ma te ma tic ký po pis Mar shal lo va pøi zpù so -
bo va cí ho pro ce su. Roz sah ne rov no vá hy je vy jád øen roz dí lem na bíd ky pe nìz ms

a po ptáv ky po pe nì zích md, te dy

& ( )p m ms d= × -s . (3.6)

Ve výše uve de né rov ni ci je ó pa ra met rem rych los ti pøi zpù so be ní. Dosadíme-li za md

z rov ni ce (3.2) a využijeme-li rov ni ce (3.3) a (3.5), dostaneme

[ ]& ( )p m p y vs= × - - + + ×s k q p0 . (3.7)

Spo ji té adap tiv ní oèe ká vá ní in fla ce je vy jád øe no rovnicí 

& ( & )p w p= × -p . (3.8)

Dosadíme-li z rov ni ce (3.7) do rov ni ce (3.8), máme

[ ]{ }& ( )p w s k q p p= × × - - + + × -m p y vs
0 . (3.9)

Jest liže využije me rov ni ce (3.3), dos ta ne me zá vì reè ný tvar rov nic po pi su jí cí po hyb
cen a spo ji té adap tiv ní oèe ká vá ní inflace. 
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(3.10)
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(3.11)

Ko neè ná for ma roz ší øe né ho mo di fi ko va né ho Kal do ro va mo de lu je dána rov ni ce mi
(2.15), (2.16), (3.10), a (3.11). 

3. Sta bi li ta mo de lu

Pro iden ti fi ka ci chao tic ké ho cho vá ní roz ší øe né ho mo di fi ko va né ho Kal do ro va mo de lu
použije me me to du srov ná vá ní rea li za cí mak ro eko no mic ké ho mo de lu pod le ex po nen ci -
ál ní di ver gen ce, kte rá je mì øe na tzv. Lja pu no vý mi ex po nen ty. Teo rie Lja pu no vých ex -
po nen tù pos ky tu je užiteè ný apa rát pro cha rak te ri za ci cho vá ní ne li ne ár ních dy na mic -
kých sys té mù. Mi mo øád nì dùležitá vlast nost Lja pu no vo vých ex po nen tù je je jich
in va ri an ce k to po lo gic ké struk tu øe sys té mu. Vý znam nou roli hra je ma xi mál ní Lja pu no -
vùv ex po nent ë. Ten to ex po nent je ne ga tiv ní pro sta bil ní mo de ly a pozitiv ní pro ne sta -
bil ní mo de ly. Po drob nìj ší po pis a vý znam pozitiv ních hod not vèet nì ne ko neè ných
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pozitiv ních hod not pro chao tic ké cho vá ní mo de lu je po drob nì popsán v mo no gra fii
H.-W. Lo renz (1994). 

Nech•x t( )1  a x t( )2  jsou dva body ve sta vo vém pros to ru s ná sle du jí cí met ri kou 
x t x t( ) ( )1 2- . Ne ch• m 0 1 2= -x t x t( ) ( )  je men ší než 1. Vzdá le nost v èa se t dt t dt1 2+ +,

ozna èí me jako m dt , tj. 

m dt x t dt x t dt= + - +( ) ( )1 2 . (4.1)

Ap ro xi mu je me ex po nen ci e lou ten to vý raz a dostaneme

m m ldt dt@ × ×0 exp( ) (4.2)

pro m dt < 1 a dt > 1. Jest liže 0 < l < ¥, rea li za ce mo de lu ex po nen ci ál nì di ver gu jí. Jest -

liže l < 0, mo del má sta bil ní fix ní bod. Jest liže  l = 0, mo del má sta bil ní li mit ní cyk lus.

Jest liže  l > 0 nebo  l = ¥, mo del má chao tic ké cho vá ní. Jest liže mo del je vý raz nì zá vis -

lý na po èá teè ních pod mín kách, po tom Lja pu no vùv ex po nent je  l > 0. Lja pu no vùv ex -
po nent lze ex pli cit nì for mu lo vat ná sle dov nì:

l
m m

@
-

®¥
lim

ln ln
dt

dt

dt
0 . (4.3)

Pro ana lý zu sta bi li ty mo de lu mùžeme použít vlast ních èí sel Ja co bi á nu modelu.
Vy jád øe no v ma ti co vých po jmech, roz vi ne me vek to ro vou funk ci f(x(t)) v rov no -

vážném bo dì x* a  J(x(t)) je 4x4 Ja co bi ho ma ti ce vek to ro vé funk ce  f(x(t)) v bodì  x*.
Uvažujme dy na mic ký sys tém jako zob ra ze ní a dy na mi ku vzdá le nos ti rea li za cí si re pre -
zen tuj me ná sle dov nì:

y x f y f x( ) ( ) ( )) ( ))t t t tn n n n+ +- = -1 1 ( (  pro n = 1,2,... (4.4)

Po roz vi nu tí vek to ro vé funk ce dos ta ne me

( )y x J y x y x( ) ( ) ( ) ( )) ( ) ( )t t t t O t tn n n n n n n+ +- = - + -1 1

2
( . (4.5)

Rov no vážný bod ( , , , )x x x x1 2 3 4
í í í í  je sta bil ní teh dy a jen teh dy, když sys tém f (×) je sta -

bil ní, tj. jest liže všech na vlast ní èís la ma ti ce sys té mu  f (×) ma jí zá por né re ál né èás ti.

Oznaè me Li pro i=1,…, 4 vlast ní èís la ma ti ce Jn (×). Lja pu no vo vy ex po nen ty li  jsou de -
fi no vá ny tak to:

l =
®¥

lim ln
N

i
N

N

1
L   pro i=1,…, 4. (4.6)

Jaká je di men ze ta ko vé ho sys té mu? Uvažujme ty pic kou or bi tu chao tic ké ho at rak to -
ru. Uspo øá dej me Lja pu no vo vy ex po nen ty v se stu pném po øád ku od nej vìt ší ho k nej -

men ší mu. Pøed po klá dej me, že j je nej vìt ší celé èís lo, pro nìž pla tí l ii

j

=å >
1

0. Po tom

pla tí, že lj+1 < 0. Di men ze at rak to ru je vy poè te na ná sle dov nì:



D jL

ii

j

j

= + =

+

å l

l
1

1

. (4.7)

DL se na zý vá Lja pu no va di men ze. Chao tic ké at rak to ry jsou spo jo vá ny s pøí tom nos tí
ales poò jed no ho klad né ho Lja pu no va ex po nen tu. Pøí tom nost ales poò jed no ho klad né -
ho Lja pu no vo va ex po nen tu je svá zána se ztrá tou pre dik ta bi li ty sys té mu. Tato vlast nost
je ty pic ká pro chao tic ké cho vá ní sys té mu. Ap li kuj me teo rii Lja pu no vých ex po nen tù na
roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del. Jacobián rozšíøeného a modifikovaného
Kaldorova modelu má následující tvar:
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A A
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. (4.8)
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Jest liže max
, ,i

i
=

<
1 4

0
K

l , po tom roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del má sta bil ní

fix ní bod. Jest liže max
, ,i

i
=

=
1 4

0
K

l , má ten to mo del sta bil ní li mit ní cyk lus. Jest liže roz ší øe ný

a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del má asymp to tic ky sta bil ní fix ní body, má ten to mo del
èty øi zá por né Lja pu no vy ex po nen ty. Jest liže roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del 
má asymp to tic ky sta bil ní li mit ní cyk ly, po tom má 4-k zá por ných Lja pu no vých ex po -
nen tù a k=1. Jest liže roz ší øe ný mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del má qu a si pe ri o dic ké at -
rak to ry, po tom má 4-k zá por ných Lja pu no vých ex po nen tù a k=s pro qu a si pe ri o dic ký at -
rak tor na Ts to ru su. 

4. Roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del a jeho øešení

Nu me ric ké na pl nì ní ne li ne ár ní ho spo ji té ho dy na mic ké ho mo de lu je vždy prob lém, kte -
rý není do sud uspo ko ji vì vy øe šen. Mo del stu do va ný v tom to èlán ku je de ter mi nis tic ký
spo ji tý ne li ne ár ní dy na mic ký mo del, kte rý, jak již bylo øe èe no, mùže vy tvá øet i vel mi
složitou dy na mi ku vèet nì ape ri o dic kých os ci la cí. Pa ra met ry ta ko vých mo de lù jsou vìt -
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ši nou ka lib ro vá ny hod no ta mi, kte ré považuje me za eko no mic ky pøí pust né. Ob vyk le
v rám ci pøí pust ných mezí mì ní me hod no ty ka lib ro va ných pa ra met rù a v zá vis los ti na
tìch to zmì nách zkou má me zmì ny dy na mi ky mo de lu a vo lí me ta ko vou ka lib ra ci, kte rá
nej lé pe zob ra zu je rea li tu. V tom to èlán ku pro ve de me jed nu ka lib ra ci mo de lu. Hod no ty
pa ra met rù mo de lu zvo lí me pod le ta bul ky 1.

Ta bul ka 1

a b l0 s0 s1 s2 á â

1 1 0,5 0,2 0,05 0 35 0.1

ã ó ù ì g h q0 ê v0 ms

1 0,6 0,8 0,25 1 1 0,5 15 1 2

Snažili jsme se o eko no mic ky rea lis tic kou vol bu pa ra met rù. Pa ra metr funk ce úspor
(2.8) s0 má hod no tu 0,2. To zna me ná, že na pøí klad pøi oèe ká va né in fla ci 0 a výši pro duk -
ce 1 je uspo øe no 0,2, jak zjis tí me do sa ze ním do funk ce (2.8), což vcel ku od po ví dá eko -
no mic ké sku teè nos ti. Po do bnì pa ra metr ì ve funk ci míry in ves tic je ka lib ro ván vcel ku
rea lis tic ky, jak vi dí me ve vzor ci (2.7). Hod no ta ì = 0,25 zna me ná, že ma xi mál nì
dosažitel ná míra in ves tic (pøi lo ga rit mu pro duk ce blížícím se k ne ko neè nu, tj. pøi znaè -
nì vy so kých hod no tách pro duk ce) je 0,25, což lze po klá dat za eko no mic ky zdù vod nì -
né. Za dis ku ta bil ní mo hou být po klá dá ny rych los ti pøi zpù so be ní á, â, ó, ù. Jed ná se totiž
o ne po zo ro va tel né hod no ty. Mìly by být do sa ze ny ve více va rian tách, což bylo pro ve -
de no bì hem pøí prav ných pra cí na tom to èlán ku. V ta bul ce je uve de na pou ze jed na z va -
riant, pøi kte ré je dosaženo složitìj ší dy na mi ky sys té mu. Os tat ní ko efi ci en ty uve de né
v ta bul ce ne jsou pro dy na mi ku sys té mu už tak zá sad ní. Ovliv òu jí totiž je nom sklo ny
jed not li vých funk cí, tj. sklony funkce investièní míry a rychlosti obìhu penìžního,
pøípadnì odpisy kapitálu.     

Míra in ves tic a sklon k úspo rám jsou vy jád øe ny rov ni ce mi (2.7) a (2.8) a mají po
výše uve de né ka lib ra ci ná sle du jí cí tvar:

i y k
e y k

( )
.

- =
+ - +

025

1
,

s y= +02 005. . . (5.1)

Užitím vý ra zu (5.1) v rov ni cích (2.10) a (2.14) dos ta ne me nu me ric kou for mu rov nic
pro mo de lo vá ní jed no du ché ho mo de lu uzav øe né eko no mi ky.

Rov ni ce dy na mi ky pro duk ce:

&
.

( . . )y
e

y
y k

= ×
+

- +
é

ëê
ù

ûú
- +

35
025

1
02 005  . (5.2)

Rov ni ce tvor by ka pi tá lu:

& .
.k

e y k
=

+
-

- +

025

1
01. (5.3)

Rov ni ce ce no vé dy na mi ky:



& .
.
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+
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è
ç

ö

ø
÷

-
06 2 1

0 75
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 . (5.4)

Rov ni ce adap tiv ní ho oèe ká vá ní in fla ce:

& . .
.

p p
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+

æ

è
ç

ö

ø
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é
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ê

ù

û
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08 06 2 1
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1
y p

e
. (5.5)

Položme po èá teè ní hod no ty jed not li vých rea li za cí pro mìn ných ná sle dov nì:
y(0) = 3, k(0) = 10, p(0) = 1, p(0) = 0. Tra jek to rie a fá zo vý port rét jsou uve de ny v ob ráz -
cích 1-4.

Ob rá zek 1

Ob rá zek 2

Ob rá zek 3
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Ob rá zek 4

Fá zo vý port rét roz ší øe né ho a mo di fi ko va né ho Kal do ro va mo de lu je uve den na ob -
ráz ku 5.

Ob rá zek 5

Vlast ní èís la to ho to sys té mu rov nic jsou ná sle du jí cí:

eigenvals A

i

i
( )

. .

. .

.

.

=

+

-

-

-

æ

è

ç
ç
ç

002 0373

002 0373

06

0999
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

Lja pu no vo vy ex po nen ty nabý va jí tìch to hod not: 0,0635, 0, -0,0005, -1,7475. Lja -
pu no vo va di men ze má hod no tu 3. Cho vá ní Lja pu no vo vých ex po nen tù a Lja pu no vo vy
di men ze pro roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kaldorùv model je uvedeno na obrázku 6.

 

 



Ob rá zek 6

0.0635, 0, -0.0005, -1.7475, (3.000)

Zá vìr

V tom to èlán ku byl for mu lo ván roz ší øe ný a mo di fi ko va ný Kal do rùv mo del. Jád ro na še -
ho mo de lu tvo øí rov ni ce (2.15) a (2.16), kte ré po pi su jí pù vod ní Kal do rùv mo del. Rov ni -
ce (3.10) a (3.11) ten to mo del roz ši øu jí o dy na mi ku ce no vé hla di ny. Mo del je kom ple -
xem li ne ár ních a ne li ne ár ních zá vis los tí. Ne li ne ár ní zá vis los ti jsou pou ze dvì. Prv ní
z nich je ne li ne ár ní funk ce sklo nu k in ves ti cím, kte rá je lo gis tic kou funk cí. Dru há ne li -
ne a ri ta byla použita ve vý razu pro rych lost pe nìz. Rych lost pe nìz je mo de lo vá na jako
lo gis tic ká funk ce oèe ká va né in fla ce. Jak již bylo po zna me ná no, i vcel ku jed no du ché
ne li ne ár ní zá vis los ti na pra vých stra nách di fe ren ci ál ních rov nic mo hou být pøí èi nou
složité ho dy na mic ké ho cho vá ní mo de lu. Tuto sku teè nost jsme uká za li na roz ší øe ném
Kal do ro vì mo de lu, za jehož pa ra met ry byly do sa ze ny èí sel né hod no ty od po ví da jí cí
eko no mic ké rea li tì. Tak to ka lib ro va ný mo del má ne sta bil ní bod rov no vá hy, je den klad -
ný, je den nu lo vý a dva zá por né Lja pu no vy ex po nen ty. Klad ná hod no ta Lja pu no vo va
ex po nen tu in di ku je chao tic ké cho vá ní roz ší øe né ho a mo di fi ko va né ho Kal do ro va mo de -
lu na vzdo ry jeho relativní jednoduchosti. 

Dal ší roz ší øe ní mo de lu by moh lo smì øo vat k mo de lu malé otev øe né eko no mi ky. Ta -
ko vé roz ší øe ní by zna me na lo za ve de ní de vi zo vé ho kur su jako nové pro mìn né a dal ší
rov ni ce, kte rá by po pi so va la adap ta ci de vi zo vé ho kur su. Zá klad ní èást mo de lu ne na bí zí 
úro ko vou míru jako en do gen ní pro mì nou mo de lu. Na bí zí se pro duk ti vi ta ka pi tá lu nebo
mez ní pro duk ti vi ta ka pi tá lu a re ál ná za hra niè ní úro ko vá míra jako vstup ní pro mìn né
pro vy svìt le ní dy na mi ky de vi zo vé ho kursu. To ovšem pøedpokládá další teoretickou
analýzu modelu a výpoèetní experimenty s ním. 
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Ab stract

A pur po se of this pa per is to for mu la te a con ti nu ous dy na mi cal mo del for a small clo sed eco no my

with a sim ple struc tu re and with a mi ni mum num ber of non-linearities. A ba sis of this mo del is

de ve lo ped from dy na mi cal Kal do ri an mo del. Va ria bles in the mo di fi ed dy na mi cal Kal do ri an mo del

are in a lo ga rithm sca le. A form of the lo gis tic fun cti on is used for non-linear con nec ti ons in this

mo del. The mo del is for med by four dif fe ren ti al equ a ti ons. First two equ a ti ons cre a te re la ti ve ly

clo sed sub-model ge ne ra ting both pro duc ti on and ca pi tal stock tra jec to ri es. Two ot her equ a ti ons

des cri be the pri ce le vel dy na mics as a con se qu en ce of mo ney mar ket di se qu i lib ri um and

con ti nu ous ly adap ti ve ex pec ta ti on of in fla ti on. Our in ves ti ga ti on is first ly ai med to in ves ti ga te

a dy na mics of the pro duc ti on and ca pi tal stock. Se cond ly to com pu te Lja pu nov exponents for

a simple model of closed economy showing its a chaotic behavior. Simulation studies are performed 

on numerical calibrated model.
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