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1. Uvod

Myslenka, Ze slozity vyvoj finan¢nich fad mize byt generovan relativné jednodu-
chym nelinedrnim dynamickym systémem, neni pfili§ stara. Pfiblizné dvacet let se
védci snazi popsat sloZity vyvoj finan¢nich fad relativné jednoduchymi deterministic-
kymi systémy. To vSak neznamena, Ze se linearni stochastické systémy piestaly
pouZivat pro popis slozité dynamiky finan¢nich ¢asovych fad (Tredl, Blatna, 2007).
Oba piistupy maji rovnocenné misto v odborné literatuie. U deterministickych neli-
nearnich systémi bychom radi zdlraznili jednu jejich vlastnost. Touto dilezitou
znacuje aperiodickymi oscilacemi, tedy je to dynamika vytvarena relativné jednodu-
chymi deterministickymi systémy (existence nelinearnich prvku je nezbytnd). Tato
dynamika byva relativné slozitd (aperiodické oscilace), takZe spiSe pfipomina ¢asové
fady generované stochastickymi dynamickymi systémy. Vznika tedy problém, jak
odlisit pripady, kdy fada s relativné slozitou dynamikou, je generovana nelinearnim
deterministickym systémem a kdy se jedna o fadu stochastickou. Pfispét K feSeni to-
hoto problému je jednim z cild tohoto ¢lanku.

Objev, Ze dynamické nelinearni systémy mohou generovat aperiodické oscilace
podobné stochastickym procestim je pfipisovan meteorologovi Edwardu Lorenzovi
(Lorenz 1963), ktery vytvofil zjednoduseny systém tii nelinearnich diferencialnich
rovnic popisujici pohyb vodnich ¢&astic v atmosféte zahtivanych zezdola a ochla-
zovanych shora. Stopa, kterou tyto ¢astice opisuji v tfirozmérném abstraktnim prosto-
ru, se ustali na tzv. Lorenzov¢ atraktoru. Zamémé pouzivame slovo abstraktni, proto-
Ze se nejedna o prostor, ve kterém se pohybujeme, ale o prostor, kde jeden rozmér je
vyhrazen rychlosti rotace, druhy rozmér je rozdil teploty klesajici a Stoupajici ¢astice
a tieti rozmér zahrnuje distorzi od linearity vertikalniho teplotniho profilu.

Neni to poprvé, kdy zésadni objev v oblasti pfirodnich véd je aplikovan a Gspésné
rozvijen v ekonomii. Moznost analyzovat finan¢ni fady pomoci nelinearnich metod se
v soucasné dobé detailné zkouma vfadé odbornych &lanka v prestiznich Casopisech.
Kdyby se v priibéhu doby napInéné naronym zkoumanim moznosti deterministického
popisu finan¢nich ¢asovych fad skuteéné prokazalo, Ze to mozné je, pak by bylo mozné
dynamiku ¢asovych fad kratkodobé piedvidat. Z hlediska dlouhodobého by to ovsem
tak jednoduché nebylo. Divodem je exponencidlni rozbihavost dostateéné blizkych

*  Stat byla zpracovana za finan¢ni podpory GACR v ramci grantti &. 402/06/0209 a 402/06/0990.
1 Centrum z&kladniho vyzkumu pro dynamikou ekonomii a ekonometrii je zizeno Ministerstvem 3kol-
stvi, mladeZe a télovychovy Ceské republiky prosttednictvim projektu LC 06075.
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trajektorii nelinearniho dynamického systému spolu s nepifesnosti méteni. V nékte-
rych piipadech je moZno sestrojit atraktor a ten pouZit pro dlouhodobou predpovéd..

Modelovani ¢asovych fad uzitim nelinearnich deterministickych modela je po-
mérné slozity ukol, ktery navic vyZaduje veliké mnozZstvi vstupnich dat. V realité ten-
to poZadavek neni vzdy splnitelny. Uréitym vychodiskem z tohoto problém je tech-
nika rekurentnich grafii, se kterou pfisli Eckmann, Kamphorst a Ruelle (1987). Tato
technika nam umozni pomé&mé snadno a rychle rozhodnout, zda pfedmétna ¢asova
fada je generovana ur¢itym deterministickym procesem. Podstata této techniky spoci-
va v tom, Ze rekurenéni graf zkouma, jestli jednotlivé stavy piislu§ného dynamického
systému rekonstruované z dané ¢asové fady jsou sobé blizké piipadné od sebe vzda-
lené podle ur¢itého ptedem zvoleného prahu. Grafickou interpretaci téchto vzdalenos-
ti nazyvame rekurenéni graf. Vysledny vzor vyskytu téchto stavi, charakterizovanych
vzdalenostmi a zaznamenanych na rekurenénim grafu, nam poskytuje dilezité infor-
mace o chovani zkoumaného systému.

Interpretace rekuren¢niho grafu se miize mnohdy jevit jako ptili§ subjektivni. Pro-
to Zbilut a Webber (1992) navrhli postup, kterym se snazi kvantifikovat informace
obsazené v rekurenénich grafech, aby ziskali presnéjsi vysledky. Jedna se o nékolik
dulezitych statistik, které podavaji cenné informace o charakteru generujiciho proce-
su. Vtomto piipadé hovoiime o0 kvantitativni rekurentni analyze, ktera je hojné
vyuZivana v biomediciné a geofyzice. Aplikace tohoto postupu na finanénich datech
je v8ak pomérné vzacna. Lze sni setkat v préci Antonioua aVorlowa (2000),
Fabrettiho a Ausloose (2005) a Schwabeho (2007).

V této praci bychom se radi pokusili o aplikaci kvantitativni rekurenéni analyzy na
datech ziskanych z ¢eského akciového trhu jako alternativni pfistup na zjisténi determinis-
tického chovani finan¢nich fad k pfistupu vyuzitému v pracich Trana (2007) a TreSla
(2008) 2 Determinace pritomnosti pfipadného deterministického procesu bude overena na
fadach akciového indexu PX anejlikvidngjsich akciovych tituld. Jedna se o akcie
Komeréni banky (KB), akcie Ceskych energetickych zavodi (CEZ) a akcie Telefonica O,
(diivejsi Cesky Telecom) v obdobi cca 12 let od roku 1995 do roku 2007.

Struktura prace je nasledujici. Po ukonéeni této uvodni ¢asti, zahajime ¢ast dru-
hou, kde se stru¢né vénujeme technice rekonstrukce fazového prostoru dynamického
systému. V dalsi, téeti ¢asti bude vysvétlena podstata kvantitativni rekurenéni analyzy
a ve Ctvrté Casti budou prezentovany vysledky aplikace rekurenéni analyzy na financ-
nich ¢asovych fadach z ¢eského akciového trhu. V posledni ¢asti budou shrnuty zavery.

2. Rekonstrukce trajektorie dynamického systému ve fazovém prostoru

Rekuren¢ni graf je graficky nastroj zkoumajici dynamiku systému a je zaloZen na
rekonstrukci jeho trajektorie ve fa&zovém prostoru. Na rekurenénim grafu nejsou zné-
zornény vzdalenosti jednotlivych bodd z dané ¢asové fady, ale jsou tam zaznamenany
vzdalenosti jednotlivych stavli zkoumaného systému ve fazovém prostoru. Protoze

2 O vyuziti teorie katastrof pfi modelovani nahlych zmén dynamiky kurzii se pokusili Vosvrda a Baru-
nik (2008). Dalsim pfistupem v této oblasti je vyuZiti waveletii, ktery miizeme nalézt napf. v praci au-
tortt Vachy a Vosvrdy (2007).
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nezname explicitné celou soustavu fidicich rovnic systému, je nutné z jedné zkouma-
né Casové fady, ktera je vlastné jakousi projekci celé trajektorie do jedné osy fazové-
ho prostoru, rekonstruovat cely pivodni systém v prostoru. Nejcastéjsi metodou
rekonstrukce trajektorie dynamického systému ve fazovém prostoru je metoda ¢aso-
vych zpozdéni. V rekonstruovaném prostoru je stavovy vektor y(t) vyjadien v zavis-
losti na hodnotach analyzované fady x(t) nasledujicim zptisobem:

y(t) = (x(t),x(t—r),...,x(t—(m—z)r), x(t—(m—l)r)). (1)
V tomto vztahu figuruji dvé dulezité konstanty: Casové zpozdéni 7 a dimenze
vnoteni m, kde 7 udava ¢asovou vzdalenost mezi sousednimi prvky am udava
celkovou dimenzi atraktoru. Veli¢iny 7 am jsou tedy parametry vnoifeni, na kterém
je rekonstrukce fazového prostoru zaloZena (Takens, 1985). Teorie vnoteni pfedpokla-
déa nekone¢né dlouhou fadou méfenou s absolutni piesnosti. Ve skute¢nosti vSak
pracujeme s ¢asovymi fadami, které maji kone¢ny pocet pozorovani a jsou zatizeny
urcitymi chybami pfi jejich méfeni. Proto uré¢eni vhodnych hodnot téchto parametri je
velice dulezité pro rekonstrukci fazového prostoru, pticemz pii rekonstrukci chceme
vytvofit takovou strukturu, kterd popisuje Gplné dynamiku systému bez nadbyteénych
parametri. Myslenka Uplného popisu systému s minimalnim poétem parametr( je
velmi dilezita. Podrobné&jsi informace o rekonstrukci fazového prostoru a jejich prin-
cipech najdeme v publikacich Kantz (1997), Sprott (2003) a Horék (2003).

2.1. Volba vhodné délky éasového zpozdéni

Pro zvoleni spravné délky ¢asového zpozdéni se doporuéuji v literatuie rizné piimé
postupy (Horak, 2003) a zvolend hodnota ma ptimy vliv na naslednou rekonstrukci
fazového prostoru. Pokud je tato hodnota piili§ mala, rozdil mezi jednotlivymi stavy
rekonstruovaného prostoru bude nepatrny a vyznam informaci ziskanych timto zput-
sobem je pak maly. Na druhé strang, pokud tato hodnota je pfili§ velka, mize se stat,
Ze jednotlivé stavy rekonstruovaného systému budou vnimany jako nezavislé. Jinak
feceno, Volbou dlouhé Casové vzdalenosti mezi jednotlivymi stavy systému se ztrati
souvislost jeho dynamiky a jako disledek se takto rekonstruovand trajektorie jevi jako
nahodny proces.

Ve starsi odborné literatuie se doporuc¢ovalo, aby za délku ¢asového zpozdéni byla
zvolena takova hodnota, kdy autokorela¢ni funkce plivodni ¢asové fady klesa poprvé
pod uré&itou mez, napf. 1/e, 1/10 nebo 0 (Hordk, 2003).® Autokorelacni funkce viak
zohledfiuje pouze linearni zavislost ve zkoumané ¢asové fadg, coZ znamend, Ze nebe-
re v Uvahu moZnost nelinedrnich procest. Z tohoto divodu vhodné&jsi kritérium pro
optimalni hodnotu ¢asového zpozdéni je mira vzadjemné informace. Mira vzajemné in-
formace predstavuje primérné mnozstvi informace, kterou lze z hodnot nahodné veli-
¢iny X ziskat o hodnotach nahodné veli¢iny Y. Vyjadiime ji ndsledujicim vztahem

3 Kde e je Eulerovo ¢&islo.
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1(X.Y) = %p(xi,yi)logz(%} @

kde 1(X,Y) je mira vzajemné informace dvou nahodnych veli¢in X aY, p(X;) je
pravdépodobnost, ze X = X;, p(yi) je pravdépodobnost, ze Y = Y, a p(Xi, y,) je
pravdépodobnost, ze soucasné X = X;a Y = Y,. Obdobn¢ jako vztah autokorela¢niho
koeficientu ke korelaénimu koeficientu mtizeme definovat ¢asové zpozdénou miru

vzajemné informace k mife vzajemné informace ve tvaru

) S
()= 2 P lons| RS0

kde 7 je délka Casového zpozdéni. Pokud jednotlivd pozorovani jsou navzajem neza-
visla, hodnota miry vzajemné informace mezi nimi je rovna nule. Jako vhodna délka
¢asového zpozdéni pro rekonstrukcei fazového prostoru se doporucuje takova hodnota
7, kdy mira vzdjemné informace dosahne prvniho minima. Toto minimum znamena,
Ze pozorovani X('[i +T) v ¢ase t; +7 piinasi v priméru nejvyssi informacni prispé-
vek k informaci, kterou mame k dispozici z pozorovani Xetg v case f; aredukuje
redundanci na minimum.

: 3)

2.2. Volba vhodné dimenze vnofieni

Vhodnou dimenzi vnofeni pfi rekonstrukci fazového prostoru je mozné volit nekolika
zpusoby. Jednim z nich je metoda nejbliZSich falesnych sousedd (Kennel a kol.,
(1992)). Podstata této metody spoCiva vtom, ze pii projekci trajektorie systému
z originalniho fdzového prostoru do prostoru s niZsi dimenzi dochazi k tzv. prekiizeni
této trajektorie se sebou samou. Kvili tomuto piekiizeni vznikaji tzv. faleSni sousedé.
Pfi zvySovani dimenze vnofeni se pocet téchto falesnych sousedli postupné snizuje.
Zcela vymizi v ptipadé, Ze dimenze vnofeni pouzita pti rekonstrukci je rovna skutec-
né dimenzi originalniho fazového prostoru. Skute¢ni sousedé jsou blizko sebe pfi
jakékoli dimenzi vnofeni, samoziejmé i v piivodnim fazovém prostoru. Metoda fale$-
nych nejbliz§ich sousedd je potom zalozena na detekci jejich poctu pti zvySeni
dimenze vnofteni.

Piedpokladejme, ze jsme v m-dimensiondlnim prostoru, kde je rekonstruovan stav

Y (t)
Yo (t) = (X(8) X(t 7). X(t =(M=2)7), X(t —=(m-1)7)). (@

kde 7 je vhodna délka zpozdéni. Ke stavu Y, (ti ) je nejblizsi soused oznaceny jako

yat () = (X" () X" (& =), X™ (= (m=2)7), X" (t; = (m-1)7)). (5)
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NN v VI Yo a e
Pokud je Y, (ti ) faleSnym sousedem, pfi zvySeni dimenze vnofeni dojde ke zvétse-
ni vzdalenosti mezi témito stavy natolik, Ze jiz nelze je povazovat za sousedy. Zvyse-
ni dimenze vnofeni 0 jednu se soufadnice téchto dvou stavli zméni na

Yoo (t) = (x(ti),x(ti—r),...,x(ti—(m—l)r), x(ti—mr)) a
Yo (t) = (XNN (), X"™ (& =7), e x™ (= (m=1)7), x™ (1, —mr)).
Euklidovska vzdalenost téchto dvou stavll ve fazovém prostoru 0 dimenzi vnorfeni m je:
dm (ti) = \/ym (ti)_ yr’:N (ti)”2 = (Z(X(ti_(k_l)f) (t _(k 1) )) j (6)

k=1
av (m+1)-roer}%mém fazovém prostoru je

yalt) = |
Tedy: \/

d2.4(t) = da(t) + (x(t = me)=x" (= mr))" ©

Pro to, abychom mohli rozhodnout, zda Y, (t;)a Yn' (t;) jsou skute¢ni nebo fale3ni
sousedé, definujeme pomér d (t ) ve tvaru

d (ti) \/drfwrl( ) drfn (ti) _ ”X(ti B mT)— X (ti - mr)” .

N | =

m+1

-0 = (St -t o

N | =

aw) 4, ) ©

JestliZe jeho hodnota piekro¢i uréitou prahovou hodnotu, budou sousedé povazovany
za fale$né sousedy. Za dostateCnou dimenzi vnotfeni bereme hodnotu, ktera snizuje
pocet falesnych sousedu na nulu. Dalsi moznost je urcit, zda pfirastek vzdalenosti
mezi ym( jla yrrl ( ) pii pfechodu z dimenze vnofeni m na dimenzi m+1 nepte-
kro¢i néjakou predem zvolenou prahovou hodnotu d , neboli

[(t; = me)= X" (t, = mz)| > d, (10)

kde d, volime jako

:_z( -sziNx an

Volba vySe uvedené prahové hodnoty predstavuje uréity problém. Proto Cao (1997)
navrhoval nasledujici zlepSeni. Misto vztahd (9) a (10) definuje pomér euklidovskych
vzdalenosti dvou sousednich stavii v m- a (m+1)-rozmérném prostoru
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a(ti,m) _ ||ym+l (ti)_ ym (ti )” 12)

||ym (ti)_ Yr’:N (ti )” |

a zavadi veli¢inu E (m) jako aritmeticky primér vsech hodnot, pfi¢emz

1 N-mz

E(m)= — a(t,m). (13)
(m)= = 2 altm)
Pii dostate¢né velké hodnoté m nebude E (m) dale Kklesat, protoze pocet faleSnych
sousedt bude redukovan na minimum.

3. Rekurenéni graf a kvantitativni rekurenéni analyza

3.1. Rekurencéni graf

Féazovy prostor daného systému obvykle nemusi byt pouze dvojrozmérny nebo troj-

rozmérny, ale také vicerozmérny, coz znemoziuje grafické zobrazeni. Vy3si dimenze

Ize vizualizovat pouze projekci do dvoj- nebo trojrozmérného prostoru. Eckmann

a kol. (1987) vynalezli novy postup, jak vizualizovat rekurenci stavii ve fazovém pro-

storu a nazvali jej rekurencni graf (recurrence plot). Tento postup umoZzituje zkoumat

trajektorii m-rozmérného fazového prostoru prostiednictvim jeji rekurence ve dvoj-
rozmérném zobrazeni. Rekurence uréitého stavu v ¢ase i v jiném Case j je zaznamené-
na ve ¢tvercové matici jedni¢kou, jeho nerekurence nulou, v rekurenénim grafu
tmavou a svétlou barvou, kde obé osy jsou casové. Tento vztah mizeme formalné
zapsat jako

Ry =0(c=|yi—y). proii=1.2,..N, (14)

kde ©(.) je Heavisideova funkce, ktera nabyva hodnotu 1, kdyz & — ||y, - y,

a 0 v ostatnich ptipadech, ¢ je prahova vzdalenost, | ” je vzdalenost dvou stavli

vV m-rozmérném fazovém prostoru, (obvykle je to euklidovska vzdalenost, ale eukli-

dovska nemusi byt vzdycky), Y;, Y; jsou jednotlive stavy a N je celkovy pocet stavi.
Rekurenéni graf je z podstaty symetricky podle diagonaly, tedy linie se sklonem

45° akazdy rekuren¢ni graf by obvykle mél zahrnovat jednu az viechny z téchto
zékladnich struktur: samostatné body, diagondlni linie a horizontalni nebo vertikalni
linie, pticemz tyto struktury maji nasledujici vyznam:

— jednotlivé samostatné body znamenaji, Ze stavy ve fazovém prostoru jsou jedine¢-
né, systém nesetrvava na nich dlouho nebo silné fluktuuje,

- diagonalni linie L;,, ., = I,prok=1,2, ..., 1 kde I je délka jedné diagonalni
linie se vyskytuji v piipadé, kdyz Cast trajektorie béZi paralelné s jinou Césti trajek-
torie, neboli trajektorie se vraci do stejné oblasti v riznych ¢asech. Tyto linie indi-
kuji existenci nestabilnich periodickych orbit ajsou tedy charakteristickym
znakem piitomnosti determinismu. Pokud na rekurenc¢nim grafu existuji pouze ty-

310 @ POLITICKA EKONOMIE, 3, 2009



to diagonalni linie, jedna se pak o periodicky signal (vzdalenosti od jednoho stavu
se pravidelné opakuji). Délka tohoto useku je uréena dobou, jak dlouho jednotlivé
Casti trajektorie setrvava v téchto oblastech,

~ vertikalni nebo horizontélni linie L, ;,, =l prok =1, 2, ..., | znamenaji, Ze stavy
setrvavaji v jednom bodé€ nebo se jen malo méni z tohoto bodu, systém je tedy

uvéznén v téchto bodech.

U takto konstruovaného rekurenéni grafu musi byt vzdy pfedem zvolena prahova
hodnota & . V posledni dobé diky pokroku ve vypocetni technice je mozné obejit ten-
to problém tim, Zze se pouziva barevny rekurencni graf, na kterém jsou zobrazeny
vSechny vzdalenosti od jednoho stavu (ktery je na diagonale) a na pravé strané reku-
rencniho grafu je tzv. mapa barev, jez definuje tyto vzdalenosti v odpovidajici barve.
Piiklady rekuren¢nich grafii nékterych systémui jsou uvedeny na obrazku 1. Tyto pii-
klady neni bohuzel mozné na tomto misté uvést v barvach, pouze v odstinech, coz
ponékud ztézuje orientaci. Ctenate, ktery se zajima o barevnou podobu obrézku, od-
kazujeme na webové stranky Centra zakladniho vyzkumu pro dynamickou ekonomii
a ekonometrii (http://czvdee.utia.cas.cz/odkazy).

Obréazek 1
Rekurencni grafy a) Lorenzova systému, b) periodického sinusoidalniho signalu,
ac) bilého Sumu
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Na rekuren¢nim grafu Lorenzova systému U sinusoidalniho signalu je jasné vidét
diagonalni linie prokazujici jeho periodicitu a na rekuren¢nim grafu bilého Sumu ne-
Ize pozorovat Zadnou jasnou strukturu.

3.2. Kvantitativni rekurenéni analyza

Rekuren¢ni graf je pomérné uZite¢ny nastroj pro rychlou detekci pfitomnosti mozné
deterministické nelinearity ve zkoumanych ¢asovych fadach. Ma v3ak jednu nevyho-
du. Jeho interpretace zavisi pouze na vizualni schopnosti ¢lovéka rozliSovat rtizné
vzory na téchto grafech a mohou existovat urcité vzory, které clovék nemusi byt
schopen rozlisit nebo mtze podléhat tzv. optickym klamim. Abychom ptedesli tento
nedostatek a mohli dostavat z rekurenénich grafii jednoznaénou interpretaci vysledki
analyzy, byla vytvofena tzv. kvantitativni rekuren¢éni analyza (Zbilut a Webber
(1992), Marvan (2002)). Kvantitativni rekurenéni analyza kvantifikuje vlastnosti re-
kuren¢nich grafi n€kolika statistikami, které budou vymezeny niZe. Dfive, nez bude-
me definovat tyto statistiky, nadefinujeme nékteré pomocné statistiky. Jsou to

ij

_ |1 pokud stavy(i, j) jsou rekurentni
~ ] 0 jinak

1 pokud (i-1,j-1),(i, j)a (i+1, j+1) jsou rekurentni
"] 0 jinak
|1 pokud (i-1 j-1),(i, ) a (i+1 j+1) jsourekurentni
~ ] 0 jinak

ij

Stavy i a j jsou rekurentni, pokud vzdalenost mezi nimi je mensi nez prahova hodnota.
Statistika R, ur¢i, zda stavy i aj jsou rekurentni, D, je délka diagonalniho Useku
sloZeného ze tii stavii a podobné V. je délka vertikélnl'ﬁo Useku slozeného ze tii stavi
a RR; je pocet rekurentnich stavii vzhledem ke stavu i. Necht’ d je délka jednoho di-
agonalniho Useku a v je délka jednoho vertikalniho Useku, pak nadefinujeme jesté dvé
pomocné statistiky

N d-1
P (d ) = Z:l (1_ Ri—l,j—l)(l_ Ri+1,j+l )H Ri+k,j+k
i,j= =0
respektive
N v-1
P(V) = Z (1_ R; )(1_ Ri,j+v) Ri ok
i,j=1 k=0
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kde P(d) a P(V) jsou pravdépodobnosti vyskytu diagonalniho nebo vertikalniho
Useku délky d respektive v v rekurenénim grafu. Pro kvantitativni rekurenéni analyzu
jsou vypocteny tyto statistiky:

— rekurentni mira RR, kterd je definovana jako podil rekurentnich stavi v reku-
rencnim grafu a predstavuje pravdépodobnost, ze se urdity stav znovu objevi. Je
velmi podobna korelaénimu integralu s jednim rozdilem, Ze se u korela¢niho inte-
grélu4 nepocita stav, kdy i = j, neboli

l N
Z R, (15)

i,j=1

— mira determinismu DET, ktera je definovana jako podil stavi tvoficich diagonalni
Useky na celkovém poétu rekurentnich stavi. Mira determinismu je spojena
s predvidatelnosti dynamického systému. Cim vy3si je hodnota miry determinis-
mu, tim vy$§i je moznost piedvidat chovani systému.

N
> dP(d)
DET = & (16)

N
2R
i j=1
— laminarita, ktera je definovana jako podil stavi tvoficich vertikalni tiseky na cel-
kovém pocétu rekurentnich stavii. Laminarita je spojena s poctem ojedinélych sta-
vii v celém systému, nebot’

LAM = —oo 17

trend,5 ktery je regresni koeficient linedrnich zavislosti mezi hustotou rekurentnich
stavd v jedné linii paralelni s diagonélou a jeji vzdalenosti k diagonale a poskytuje in-
formace o stacionarité systému. Pro rekurentni miru v diagonalni linii, ktera je para-

4 Korela¢ni integral (suma) n&jakého dynamického systému C ( N, m, g) s N pozorovanymi stavy pii
dimenzi vnoteni m se po¢ita vztahem

1

N
C(N = —_——
(Nom#) = SR .20,

®(£ -

yi— i)’

kde & jengjaké predem zvolené malé ¢islo, ® (.) je Heavisideova funkce, ktera nabyva hodnotu 1, kdyZ jeji
argument je kladny a 0 kdy?Z jeji argument je nekladny. Symbol|| . ‘ znadi vzdalenost mezi dvéma zvolenymi
stavy. Korela¢ni integrl je tedy podil stavii systému Y; a Y; ovych, Ze jsou blizké sobg; blizkost znamena,
Ze vzdalenost mezi nimi je mensi nez predem zvolena mala hodnota E.

5 TREND je tedy smérnice regresni pfimky RR ﬂo + ,Bl| atudiz TREND = ,BO
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lelni s diagondlni linii se sklonem 45° ve vzdalenosti i, tedy RR; je TREND definovan
vztahem

i(i—gj(RRi— RR))

TREND = 2 : (18)

kde RR; a N jsou primémé hodnoty viech RR, a N, kde N < N . Tato podminka
se vyZaduje, aby se vyloug¢ily stavy s nizsi hustotou, které se vyskytuji na okraji reku-
renéniho grafu.

ProtoZe délka diagondlnich linii je spojena s dobou, kdy ¢asti trajektorie systému
bézi vedle sebe, povazuje se (Marvan, 2002) pievracena hodnota nejdelSiho diagonal-
niho Gseku jako pfiblizny odhad nejvy$siho Ljapunovova exponentu dynamického
systému. Nejdel3i diagonalni Usek je definovan jako:

MAXLINE = max({d;i=1..,N,}) (19)

Pravdépodobnost, ze diagonalni tsek bude mit pfesné délku d, je p(d), kde

P(d)
0" Se(a)

deterministické struktury tohoto systému, je definovéana jako

ENTR = - ZN: p(d)In(p(d)) (20)

. Entropie,6 kterd obecné poskytuje informace o komplexnosti

doba v pasti TT (trapping time) je definovana jako priméma délka vSech vertikélnich linii
a predstavuje pramérnou dobu, kterou se systém zdrZuje v jednom ojedinélém stavu, tj.

> vp(v)

TT = V=Vmin . (21)

N

2. P(v)

V=Vmin

6 Existuje nekolik typt entropie. Kolmogorovova entropie je dilezitym kvantifikdtorem determinismu
dynamického systému a udava, jakou rychlosti ztracime informace o chovani naseho systému. Pied-
stavuje tedy miru jeho piedpovéditelnosti a tato mira je imérna prevracené hodnoté entropie. Pokud
dynamicky systém ma nulovou entropii, je periodicky. V pfipadg, Ze ma kone¢nou entropii, je chao-
ticky a je-li entropie nekone¢na, systém je pak ¢isté nahodny. Zde se viak jedna o Shannonovu entro-
pii pochazejici z oblasti informaéni teorie aplikovanou na dynamicky systém, konkrétné na
pravdépodobnost vyskytu linie urcitého typu. Je patrné, ze se tento vztah velmi podoba vztahu pro
vypodet miry vzdjemné informace. Cim vy3i je hodnota entropie (6-8), tim je systém uspotadangjsi
(periodi¢téjsi) a tim méné informaci se potfebuje k jeho rekonstrukci. Naopak nizsi hodnota entropie
indikuje vétsi chaoti¢nost a tudiZ je poteba vice informaci k jeho rekonstrukci.
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4. Aplikace vizualni rekurenéni analyzy na datech z éeského akciového trhu

Pro aplikaci kvantitativni rekurenéni analyzy jsme zvolili ¢asové fady vynosnosti ak-
cioveho indexu PX a tfi nejlikvidngjsich akciovych titulii na ¢eském akciovém trhu.
Jsou to fady vynosnosti akcii Telefonica O, (02), Komeréni banky (KB) a Ceskych
energetickych zavodu (CEZ). Jedna se 0 fady dennich uzaviracich cen v obdobi od
ledna 1995 do listopadu 2007, tj. obdobi cca 12 let. Pocet pozorovani je tedy dosta-
te¢né veliky. Vyvoj dennich kurz zkoumanych akciovych titultl a indexu PX je zob-
razen v obrazku 2. Na tomto obrazku je patrny silny pokles cen akcii Komer¢ni
banky, ktery se zastavil az u hodnoty 229 K& na konci roku 1998. Pak nésledoval
prudky rustovy trend, ktery trva az do soucasnosti. U kurzii akciového indexu PX
aakcii CEZ lze pozorovat pomémé silny rastovy trend v poslednich letech.
U hodinovych kurzi, které¢ byly zaznamenany az od toku 1998, silny sestupny trend
cen akcii Komer¢ni banky jiz nenastal a az na lokalni maxima dosazena v roce 2000
je u vsech akcii a indexu PX patrny ristovy trend.

Data z vySe vybranych ¢asovych fad byla nasledné transformovana na odpovidaji-
ci fady logaritmickych vynosovych mér. Touto transformaci se odstraiiuje vlastnost
nezapornosti cen akcii a indexu a ziskavame nové Gasové fady s relativné symetric-
kym rozdélenim s akceptovatelnou Urovni stacionarity. Na zkoumanych ¢asovych ra-
dach dennich kurzi akcii a akciového indexu PX ana fadach jejich vynosnosti byla
nejdiive provedena analyza jejich zékladnich statistickych vlastnosti v programu
Eviews5. Zakladni deskriptivni statistiky ¢asovych fad dennich kurzt a vynosnosti
zkoumanych akciovych tituli a indexu PX jsou uvedeny v tabulce 1 a 2.

Obrazek 2:
Vyvoj dennich kurzli indexu PX a zkoumanych akcii
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Tabulka 1

Zakladni deskriptivni statistiky zkoumanych ¢asovych fad

PX KB 02 CEZ
Primér 742,88 1960,42 412,03 263,69
Median 523,40 1810,42 386,75 100,09
Maximum 1936,90 4500,00 967,30 1410,00
Minimum 316,00 229,17 184,80 38,55
Std odchylka 441,29 1081,66 126,63 316,79
Sikmost 1,30 0,41 0,85 1,71
Spicatost 3,23 1,97 3,67 4,64
Jarque-Bera 906,70 229,24 433,72 1918,41
P-value 0,00 0,00 0,00 0,00
Pocet pozorovani 3124 3124 3124 3124
Tabulka 2
Zakladni deskriptivni statistiky Casovych fad vynosnosti

PX KB CEZ O2CR
Primér 0,0004 0,0004 0,0007 0,0003
Median 0,00 0,00 0,00 0,00
Maximum 0,0705 0,2327 0,1671 0,1134
Minimum -0,0708 -0,2409 -0,1983 -0,1617
Std odchylka 0,0119 0,0255 0,0211 0,0210
Sikmost -0,29 -0,42 -0,28 -0,19
Spicatost 5,79 13,93 9,74 7,56
Jarque-Bera 1052,93 15629,40 5946,23 2718,77
P-value 0,00 0,00 0,00 0,00
Pocet pozorovani 3123 3123 3123 3123

Z vysledkti deskriptivnich statistik fad dennich vynosnosti zkoumanych akcii
a akciového indexu PX je moZné pozorovat, Ze se v sledovaném obdobi vynosnosti
akciového indexu PX pohybuji v mnohem uzsim intervalu (-0,07, 0,07) nez vynos-
nosti individulnich akcii: u akcii Telefonica O, je to (-0,16, 0,11), u akcii CEZ je to
odpovidaji i hodnoty standardnich odchylek dennich vynosnosti. Vysledky Jarqueo-
va-Berova testu ukazuji, ze rozdéleni vynosnosti neni normalni, protoZe hodnoty Sik-
mosti a Spicatosti se statisticky zna¢né 1i8i od hodnot pro normalni rozd€leni (tabulka 2).
Pro uplnost je tieba konstatovat, ze se primérna hodnota dennich vynosnosti sledova-
nych akcii a akciového indexu PX pouze nepatrné 1isi od 0 v sledovaném obdobi.
Abychom mohli rekonstruovat trajektorii systému generujiciho nase fady vynosnosti
ve fazovém prostoru, je zapotiebi nejdiive zjistit vhodné hodnoty parametrti vnoteni
T a d. Optimalni hodnoty délky ¢asového zpozdéni jsou zvoleny na zakladé miry vza-
jemné informace ziskané ztad dennich vynosnosti zkoumanych akciovych titulti

316 @ POLITICKA EKONOMIE, 3, 2009



a indexu ¢eského akciového trhu PX. Vhodné hodnoty dimenze vnoteni jsou zvoleny
podle metody nejbhzswh faleSnych sousedii. Tyto parametry jsou vypocteny v pro-
gramovém baliku VRA' a vysledky jsou uvedeny na obrazcich 3, 4, 6 a 7. Na t&chto
obrazcich nalevo jsou umistény grafy zavislosti miry vzajemné informace na délce
¢asového zpozdéni, kde na svislé ose je mira vzdjemné informace a na vodorovné ose
je délka Casového zpozdéni. Napravo jsou grafy znazoriujici zavislost podilu fales-
nych sousedi na dimenzi vnofeni, kde na vertikalni ose je podil falesnych sousedi
(v %) a na horizontalni ose je dimenze vnofeni. Je na nich patrny pomaly pokles pri-

mémé miry informaci ziskanych ze zpozdénych pozorovani. Vhodna délka ¢asového

zpozdéni je zvolena hodnota, kdy vzajemna mira informace dosahuje prvniho minima

a v pripad¢ vhodné dimenze vnofeni bude vzdy zvolena hodnota, ktera snizuje pocet
falesnych sousedii na minimum® (viz vy$e uvedené obrazky).

Obrazek 3

Casové zpozdéna mira vzajemné informace a zavislost poctu faleSnych sousedi na di-
menzi vnoreni fady vynosnosti akciového indexu PX

Visual Recurrence Analysis (VRA) je volné dostupny program vytvofeny E. Korolovem v jazyku
C++. VRA programovy balik je fizen pomérné bohatou nabidkou riznych funkei pro linearni analyzu
Casovych fad a je tedy velice uzivatelsky komfortni. Lze jej vyuZit jak ke kvalitativni a kvantitativni
analyze, tak i k predikci nelinearnich ¢asovych fad. Existuje rovnéz komer¢ni verze programu VRA.
ktera na rozdil od volné dostupné verze umoznuje uzivateli ukladat predikované hodnoty

Pti zjisténi, zda je n&jaky stav faleSny nebo ne, je tieba zvolit podle Kennelova postupu prahovou

hodnotu. Ve VRA programovém baliku se tento problém obesel timto postupem. V m-rozmérmém
prostoru ke kazdému stavu Y, (t) = (x(ti )X(t =), X(ti —(m—2)r), x(ti —(m—l)r)) najdeme jeho
nejblizsino souseda y3" (t) = ("™ (t),x™ (t, =7),.. x™ (t =(m-2)7), x™ (t; ~(m~-1))). Obdob-
né postupujeme v (M+1)-rozmérném prostoru a Vypocname vzdalenost d = Vit~ ym'jl . Tato vzda-

lenost soudasné je vzddlenost mezi obrazy y a y'N. Kdy? uvazujeme Vs Jako predlktor pro Y1
pak d je predikéni chyba. Pokud je dimenze vnofeni dostateéné velka, vzdalenost d mezi (m+1) sloZ-

kami staviy ay" bude mala. Abychom ur¢ili, zda dva pfedmétni sousedi jsou fale$ni nebo ne, po-

rovnavame vzdalenost d s vzdalenosti ziskanou trivialnim prediktorem d;. Jako trivialni prediktor

volime jako Y, pro Y, ;. Pokud d; <d, povazujeme tento sousedni stav za faleSny. Formalné tedy
NN i Y %aVA Ené

pokud fly  — yM 2 || Vo~ ym"Z,Je nalezeny soused povaZovén za falesného.
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Obrézek 4
Casové zpozdéna mira vzajemné informace a zavislost poétu falesSnych sousedi na
dimenzi vnoreni fady vynosnosti akcii Komeréni banky KB
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Na obrazcich 5 a8 jsou uvedeny rekurenéni grafy zkoumanych &asovych Fad
vynosnosti vytvofené programem VRA (Visual Recurrence Analysis, Koronov, 2007). Na
vSech obrazcich neni patrnd zadnd diagondlni struktura, coz znaci, Ze neexistuje
periodické chovani v téchto fadach. Na rozdil od pivodniho piistupu tykajiciho se
rekurenéniho grafu, v soucasnosti diky schopnosti soudobé vypocetni techniky na
rekurenénim grafu Ize zobrazovat vzdalenost jednoho stavu od ostatnich a tyto vzda-
lenosti na diagramu vyznacit barvou, Vv ptipadé ¢ernobilého obrazku odstinem. Hod-
noty téchto vzdalenosti je mozné vy¢ist z mapy odstind umisténé napravo vedle
rekuren¢niho grafu. Na ziskanych grafech jsou patrné svislé sloupce, coZ zna¢i mista,
kde se dané stavy systému odchyluji od ostatnich stavii na vétsi vzdalenost.

Obrazek 5
Rekurenéni graf fady vynosnosti a) akciového indexu PX a b) Komeréni banky KB.
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Obrazek 6

Casové zpozdéna mira vzajemné informace a zavislost poétu falednych sousedt na di-
menzi vnoreni fady vynosnosti akcii Telefonica 02
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Casové zpozdéna mira vzajemné informace a zavislost poétu falednych sousedt na di-
menzi vnoreni fady vynosnosti akcii CEZu
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Obrazek 8
Rekurencéni graf fady vynosnosti a) akcii Telefonica 02 a b) CEZu.
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Na vsech rekuren¢nich grafech zkoumanych ¢asovych fad béznym pohledem ne-
lze najit zadnou pravidelnou strukturu ani zadnou diagonalni linii. Tyto rekurencni
grafy se velmi podobaji rekurenénimu grafu bilého Sumu s vertikalnimi liniemi ruz-
nych barev. Jedna se o stavy, které se vzdaluji od ostatnich stavl s tim, Zze ¢im je
barva téchto linii tmavsi, tim je jejich vzdalenost vétsi. V ptivodnich ¢asovych fadach
vynosnosti tomu odpovidaji takové hodnoty vynosnosti, které silné¢ vybocuji z jejich
praméru, ato na obou stranich hodnoty jejich priméru. Vizualné je tedy mozné
vyloucit pfitomnost determinismu a periodicity ve zkoumanych fadach vynosnosti.
Alternativné bychom tedy mohli konstatovat, ze vynosnosti zkoumanych akcii
a akciového indexu PX se chovaji spiSe nahodné nez deterministicky.

V tabulce 3 jsou vysledky kvantitativni rekuren¢ni analyzy. Pro srovnani jsou tam
také uvedeny vysledky kvantitativni rekuren¢ni analyzy pro Lorenzliv systém. Kvan-
titativni rekurenéni analyza byla opét provedena v programu Visual Recurrence Ana-
lysis (Koronov, 2007).

Tabulka 3:
Vysledky kvantitativni rekurenéni analyzy zkoumanych fad
Index PX Akcie KB Akcie 02 | Akeie CEZu L;’;:t‘;]‘;‘v
RR 0 0 0 0,003 0,039
DET 0 0 0 0 91,648
LAM 0 0 0 0 0
TREND 0 0 0 0,002 -0,023
MAXLINE 0 0 0 0 689
ENTR 0 0 0 0 4,522
TT 0 0 0 0 0

Vysledky kvantitativni rekuren¢ni analyzy potvrzuji to, co pozorujeme na rekurenc-
nich grafech zkoumanych fad vynosnosti. Rekurentni miry u vSech fad vynosnosti na-
Seho zajmu jsou nulové. To znamena, Ze kazdy stav v rekonstruovaném fazovém
prostoru je jedine¢ny a k nému se uz nevrati Zadny dalsi stav. Analyza také zjistila, Ze
neni pfitomna v rekurentnich grafech Zadna diagonalni linie ani vertikalni Gsek, hod-
noty miry determinismu a laminarity jsou nulové. To potvrzuji také hodnoty délky
nejvétsiho diagonalniho Gseku, které jsou ve vsech piipadech je nulové. Dalsi hodno-
ty, které jsou pfedmétem nasi kvantitativni rekurentni analyzy, jsou také nulové. Na-
proti tomu, u Lorenzova systému hodnota rekurentni miry je 3,9 %, tedy pravdé-
podobnost, Ze se uréity stav opakuje, je 3,9 %. Také mira determinismu je velmi vy-
soka (91,65 %) a nejdelSi diagondlni linie ma 689 pozorovani (ze vzorku s 5000 pozo-
rovanimi). Nulova laminarita a doba v pasti (trapping time) svéd¢i o tom, Ze systém
neuvizne v zadném ojedinélém bodé. Hodnota entropie, ktera je 4,522, neni tedy pfilis
vysokd, ato jednak potvrzuje deterministicky charakter Lorenzova systému, jednak
také doklada, Ze rekonstrukce Lorenzova systému je jednodussi a presnéjsi nez rekon-
strukce systémd, které generuji nami zkoumané fady vynosnosti. Vysledky kvantita-
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tivni rekurenéni analyzy vypovidaji nejspiSe o neexistenci deterministického procesu
generujiciho vynosnosti zkoumanych akcii a akciového indexu PX na ¢eském akcio-
vém trhu. Pokud by byl v fadach vynost pfitomen deterministicky proces, muselo by
se jednat o proces vysoké dimenze, kde modelovani finan¢nich fad pomoci nelinear-
nich metod neni ptilis efektivni.

5. Zaveér

Modelovani finanéni ¢asové fady tradiénimi linedmimi metodami obvykle neposkytuje
takové vysledky, které bychom potom mohli Gspé&$né vyuzit k predikci jejich budouciho
chovani. Proto se snaZzime aplikovat nové poznatky z jinych védnich dis-ciplin. Nelinearni
metody zaloZené na urCeni piftomnosti determinismu je jednim z moZnych vychodisek.
Tyto metody jsou v8ak naro¢né na vstupni data, ktera nejsou vzdy dostupnd. Pro rychla
zjisténi skrytého deterministického procesu ve finanénich ¢asovych radach se proto jevi
jako vhodna technika rekuren¢nich grafii zaloZena na grafickém znazornéni vzdalenosti
jednotlivych stavii piisluSného dynamického systému zrekonstruovaného z dané casové
fady, ktera na zakladé charakteristickych vzorti vyskytu v rekurenénim grafu poskytuje re-
levantni informace o chovani zkoumaného systému.

Aby se predeslo nejednoznacné interpretaci rekurenéniho grafu, byla pozdgji navrzena
kvantitativni rekurenéni analyza, kterd se snaZi ziskat exaktng&jsi informace z rekuren¢nich
grafti na zakladé nékolika statistik. Technika rekurenénich grafii a kvanti-tativni rekurenéni
analyza byla nasledné aplikovana na dennich datech ziskanych z ¢eského akciového trhu
K zjisténi piftomnosti pifpadného deterministického procesu. Pro tento Gcel byly vybrany
kurzové fady akciového indexu PX a akcii Komeréni banky (KB), akcii Ceskych energetic-
kych zavodi (CEZ) a akcii Telefonica O, (dfivéjsi Cesky Telecom, O2) v obdobi od roku
1995 do roku 2007. Vysledky vyuziti techniky rekuren¢nich grafti a kvantitativni rekurencni
analyzy ukazuji, Ze v fadach vynosnosti akciového indexu a jmenovanych akcii nebyla zjis-
téna pritomnost deterministického procesu.
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VISUAL RECURRENCE ANALYSIS AND ITS APPLICATION
ON THE CZECH STOCK MARKET

Jan Kodera, Tran Van Quang, Centre for Basic Research in Economic Dynamics and
Econometrics, University of Economics Prague (kodera@vse.cz, tran@vse.cz)

Abstract

The aim of the article is to answer the question if the Czech stock market price dynamics is generated
by non-linear deterministic dynamic process. To solve this complex problem requires using sophisti-
cated computational operations to analyze huge amount of data input. To overcome this obstacle the
visual recurrence analysis is applied in this article. This method enables visualization of the state spa-
ce reconstructed from a time series in the so called recurrent plot. Further, it quantifies various geo-
metric structures occurred in recurrent plots and gives us more exact information about the nature of
the underlying process generating the time series. This analysis is then applied to the most liquid
stock returns and the Czech stock market index PX series.

Keywords

nonlinear deterministic dynamics, Lorenz attractor, visual recurrence analysis, recurrence plot,
guantitative recurrence analysis, finance time series, Czech stock market
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