
1 .  Ú v o d  

Hlav ní proud mak ro eko no mic ké teo rie se po ku sil vy rov nat s kri ti kou os tat ních
eko no mic kých škol, kte rá mu vy čí ta la sla bé mik ro eko no mic ké zá kla dy a ne do sta -
teč né za chy ce ní dy na mi ky eko no mic ké ho sys té mu. Tra dič ní ke y ne sov ská mak ro -
eko no mie pra co va la s ná ro do hos po dář ský mi ag re gá ty typu ná rod ní ho dů cho du
a do jis té míry zce la ignorova la mik ro eko no mic kou teo rii. Dy na mic ká ana lý za byla 
pro vá dě na po mo cí kom pa ra tiv ní sta ti ky, tedy po stu pu, jenž po rov ná val dva sta vy
svě ta, ke kte rým do jde změ nou pou ze je di né ve li či ny (ze zá klad ních učeb nic eko -
no mie no to ric ky zná mé ho prin ci pu, ce te ris pa ri bus, tedy vše os tat ní ne změ ně no). 
Ne ok la sic ká mak ro eko no mie se po ku si la pod vli vem kri ti ků za pra co vat do svých
zá kla dů i mik ro eko no mic ké prv ky. Mís to ag re go va ných ve li čin ve svých mo de -
lech zkou má cho vá ní de zag re go va ných sub jek tů – zpra vid la jed not liv ců nebo do -
mác nos tí a fi rem. Pro jed no du chost se před po klá dá, že eko no mi ka je slo že na
z mno ha iden tic kých do mác nos tí a fi rem a ag re gát ní úda je jsou ob dr že ny ag re ga -
cí zmí ně ných iden tic kých mik ro sub jek tů. Jed ná ní ag re gát ních uka za te lů tak od -
po ví dá cho vá ní, kte ré by chom před po klá da li na zá kla dě zna los ti mik ro eko no mie. 

Od klon od ag re gát ních ve li čin a za po je ní in di vi du ál ních sub jek tů umož ňu je vy -
užít prv ky zná mé z mik ro eko no mic ké ana lý zy, např. sta tic ké op ti ma li za ce s ome -
ze ním, tj. hle dá ní ex tré mu (ma xi ma či mi ni ma), kte ré je ome ze no ur či tou rov nost -
ní či ne rov nost ní pod mín kou či pod mín ka mi. Ten to po stup vede k na le ze ní
sta tic ké ho op ti ma v ur či tém ča so vém oka mži ku a opět ne ří ká nic o dy na mi ce eko -
no mic ké ho sys té mu. Jako ná stroj pro vy po řá dá ní se s tím to prob lé mem lze v ur či -
tých pří pa dech po užít teo rii op ti mál ní ho ří ze ní (op ti mal con trol the o ry). Mís to je -
di né ho op ti ma je hle dá na sek ven ce op tim v čase – op ti mál ní tra jek to rie sys té mu
(resp. ří di cí pro měn né) v čase. Je li kož jde o ma te ma tic kou op ti ma li za ci ty pic kou
pro ne ok la sic kou eko no mii, je dy na mi ka sys té mu chá pá na me cha nic ky a ne pra -
cu je se s his to ric kým ča sem. Z po hle du eko no mic ké teo rie tak jde o me to du, kte -
rou lze mik ro eko no mic ké pří stu py ap li ko vat např. na dy na mic ké prob lé my mak ro -
eko no mie, jak se o to sna ží ně kte ré mo de ly sou do bé teo rie růs tu (viz např.
Ag hi on, Ho witt, 1998 či Barro-Sala-i-Martin, 1999) nebo mo ne tár ní eko no mie (viz
např. Walsh, 1999). 

Cí lem pří spěv ku je při blí žit čte ná ři zá kla dy teo rie op ti mál ní ho ří ze ní a po uká zat
na ně kte ré její ap li ka ce v sou do bé mak ro eko no mii. Struk tu ra pří spěv ku je ná sle -
du jí cí: v prv ní čás ti jsou de fi no vá ny ně kte ré po uží va né po jmy, v dru hé čás ti jsou
struč ně při blí že ny zá kla dy teo rie op ti mál ní ho ří ze ní, poté jsou vy lo že na dvě
zobec ně ní: prv ní se týká pře vo du na sou čas nou hod no tu a dru hé ne ko neč né ho
ča so vé ho ho ri zon tu. V čás ti 5 je me to da při blí že na dvě ma čas tý mi eko no mic ký mi
ap li ka ce mi a na ko nec je uve den struč ný zá věr. I když se sna žím o to, aby vý klad byl 
po kud mož no co nej sro zu mi tel něj ší a ne chci za tě žo vat čte ná ře pří liš tech nic ký mi
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de tai ly, zna lost zá klad ní ho ma te ma tic ké ho apa rá tu po uží va né ho v ma gis ter ských
kur zech eko no mie je však pro po cho pe ní me to dy nut ná.1)

2 .  Vy  m e  z e  n í  z á  k l a d  n í c h  p o  j m ů

Kla sic kou úlo hu sta tic ké op ti ma li za ce si lze před sta vit jako hle dá ní ma xi ma zis -
ko vé funk ce fir my. Fir ma zná po ptáv ku po svých pro duk tech, zná i své ná kla dy a
sto jí před prob lé mem, jaké množ ství ur či té ho pro duk tu vy ro bit, aby ma xi ma li zo -
va la svůj zisk. Toto množ ství určí tak, že po lo ží prv ní de ri va ci zis ko vé funk ce rov -
nou nule a rov ni ci vy ře ší. Poté zjis tí zna mén ko dru hé de ri va ce zis ko vé funk ce a
ujis tí se o tom, že na le ze ný ex trém funk ce je sku teč ně ma xi mem (dru há de ri va ce
je ne ga tiv ní). Ve sku teč nos ti fir ma ne bu de moci hle dat ex trém funk ce na ce lém
de fi nič ním obo ru zis ko vé funk ce, ale může být li mi to vá na ur či tý mi ome ze ní mi
tech no lo gic ké ho rázu, kte ré vy me zí ob last, v níž se bude hle da ný ex trém na chá zet 
(např. že vy ro be né množ ství se bude na chá zet v ur či tém in ter va lu hod not).

V dy na mic ké op ti ma li za ci půj de prak tic ky o iden tic ký prob lém, kte rý ale bude
ne ok la sic ká fir ma ře šit v kaž dém ča so vém oka mži ku ča so vé ho in ter va lu [0, T ].
Sna hou fir my bude ma xi ma li zo vat zisk za celé ob do bí (ne zisk v jed nom je di ném
ča so vém bodě – to by fir ma nic ne in ves to va la a sna ži la se ma xi mál ně vy užít stá va -
jí cí zá so bu ka pi tá lu). Do roz ho do vá ní fir my může vstu po vat řada ve li čin, kte ré pů -
so bí na zisk fir my – pro zjed no du še ní lze uva žo vat pou ze dvě ve li či ny. Jed nu z nich 
může fir ma pří mo ovliv ňo vat a po uží vat ji jako in stru ment – tzv. ří di cí pro měn ná.
Dru hou, tzv. sta vo vou pro měn nou, cha rak te ri zu jí cí daný sys tém, není mož né pří -
mo ovliv nit oka mži tý mi roz hod nu tí mi fir my. Fir ma může tuto sta vo vou pro měn -
nou ovliv ňo vat (ří dit) po mo cí ří di cí pro měn né. V kon tex tu to ho to pří kla du lze
uvést např. dvo ji ci ve li čin: cel ko vý ka pi tál fir my a in ves ti ce. Ka pi tál, kte rý de ter mi -
nu je to, ko lik je fir ma schop ná vy ro bit, je sta vo vou ve li či nou (fir ma ne mů že pří mo
ovliv nit v ur či tém ča so vém oka mži ku ve li kost své zá so by ka pi tá lu, ne bo� ta je
dána mi nu lým vý vo jem). In ves ti ce, kte ré ovliv ňu jí spo lu se zne hod no ce ním ka pi -
tá lu cel ko vou výši ka pi tá lu, jsou ří di cí pro měn nou, po mo cí níž může fir ma pů so bit
na ve li kost své ho cel ko vé ho ka pi tá lu. Ovliv ňo vá ní sta vo vé pro měn né může být
ome ze no jed nou či více pod mín ka mi. Jed nou z nej čas těj ších pod mí nek (u op ti -
ma li za cí spot ře by či in ves tic) může být např. roz poč to vé ome ze ní. Prů běh sta vo -
vé ve li či ny v čase je ur čen po mo cí di fe ren ci ál ní rov ni ce – zá ko na po hy bu. Aby byl
mo del ře ši tel ný, musí být sta vo vá ve li či na za kot ve na v čase, tzn. musí být zná má
její po čá teč ní a kon co vá hod no ta – ho vo ří me o tzv. hra nič ních pod mín kách. Výše
cel ko vé ho ka pi tá lu se mezi ča sem 0 a T bude vy ví jet pod le zá ko na po hy bu.

Přejdeme-li k ma te ma tic ké mu zá pi su, lze de fi no vat ná sle du jí cí pro měn né:
– spo ji tý čas t; t Î [ 0,T ],
– sta vo vá pro měn ná s(t); s(t)ÎS, s:[ 0,T ]®Ân,
– ří di cí (kon trol ní) pro měn ná c(t); c(t)ÎC, c:[ 0,T ]®Âm, kde n ³ m,
– zá kon po hy bu2) cha rak te ri zu jí cí změ nu sta vo vé pro měn né s(t) 

¶

¶

s t
t

s t g s t c t t
( )

( ) ( ( ), ( ), )= =
·

, kde funk ce g: S × C × [ 0,T ]®Ân,

– cí lo vou funk ci V, tj. funk ci, kte rá po pi su je hod no tu sys té mu pro ja ký ko liv prů -

1) Pro po drob něj ší se zná me ní se z me to dou na lez ne čte nář v prá ci Bar ro a Sala-i-Martin (1999), kde
jsou shr nu ty jak zá kla dy sta tic ké op ti ma li za ce, tak zá kla dy ře še ní di fe ren ci ál ních rov nic a dy na mic ké op -
ti ma li za ce, či v Chiango vě mo no gra fii (1992), kte rá pos ky tu je po drob něj ší úvod do prob le matiky dy na -
mic ké op ti ma li za ce. Za jí ma vá je i prá ce Vio lan te ho (2002), ze kte ré vy chá zím.

2) Teč ka nad pro mě nou je ozna če ním de ri va ce dané pro měn né pod le času.



běh ří di cí a sta vo vé ve li či ny, jde o in teg rál vý no so vé (resp. užit ko vé, zis ko vé) funk -
ce zná mé ze sta tic ké op ti ma li za ce u(·):3)

V u s t c t t dt
T

= ò ( ( ), ( ), )
0

,

– mno ži nu ome ze ní f(s(t),c(t),t) ³ 0, kte rá de fi nu je hod no ty, jichž může ří di cí
pro měn ná c(t) na bý vat.

Pro ře ši tel nost úlo hy jsou nut né 2 zá klad ní před po kla dy:
– všech ny uve de né funk ce jsou spo ji té a di fe ren co va tel né,
– mno ži na w(s(t),t) = {c(t) Î C s.t. f (s(t), c(t),t) ³ 0} je kom pakt ní a kon vex ní.
Po této de fi ni ci pro měn ných mů že me při stou pit k de fi ni ci cel ko vé ho prob lé mu 

(CP):

{ }
max ( ( ), ( ), )

( )c t

T
V u s t c t t dt= ò

0

vzhle dem k: s
·

(t) = g(s(t),c(t),t)
s(t) Î S, c(t) Î C
f (s(t),c(t),t) ³ 0
s(0) = s0, s(T) = sT

Ře še ním CP je op ti mál ní drá ha ří di cí pro měn né (a tím i díky zá ko nu po hy bu a
zna los ti po čá teč ních a kon co vých pod mí nek tra jek to rie sta vo vé pro měn né) pro
kaž dý ča so vý oka mžik ča so vé ho in ter va lu. Zá klad ní roz díl opro ti sta tic ké op ti ma li -
za ci, kde je ře še ním op ti mál ní hod no ta v je di ném ča so vém oka mži ku, je v tom to
typu úloh ře še ním na le ze ní op ti mál ní ča so vé tra jek to rie ří di cí pro měn né {c*(t)}. 

V dal ší čás ti tex tu bude po psá na jed na z me tod ře še ní CP – prin cip ma xi ma
(ma xi mum prin cip le) – na vr že ná rus kým ma te ma ti kem Po ntry a gi nem v 50. le tech
dva cá té ho sto le tí. Ang lic ký pře klad jeho prá ce byl pub li ko ván v roce 1962. Kon ku -
renč ním pří stu pem ře še ní je me to da dy na mic ké ho prog ra mo vá ní na vr že ná R. Be -
ll ma nem (1957). Jeho me to da je vhod něj ší pro ře še ní prob lé mů v dis krét ním
čase, Po ntry a gi o no va ve spo ji tém. Dří ve než po pí šu Po ntry a gi o no vu me to du,
bude vhod né při blí žit mož ná pří liš ab strakt ně vy pa da jí cí prob lém jed nou z mož -
ných ap li ka cí, kte rou je op ti mál ní alo ka ce spot ře by v rám ci ži vot ní ho cyk lu eko no -
mic ké ho sub jek tu (viz např. Arlt, Čut ko vá, Rad kov ský, 2002).

Před po klá dej me, že člo věk či do mác nost může uži tek rea li zo vat pou ze po mo cí
spot ře by c(t). Uži tek vy jad řu je me ob vyk le užit ko vou funk cí u(·) a v tom to pří pa dě
bude zá vi set pou ze na je di né ve li či ně – na spot ře bě, tedy u(c(t)). Před po klá dej me,
že kaž dý eko no mic ký sub jekt zná dél ku své ho ži vo ta – ví, že se do ži je T let. Bě hem
své ho ži vo ta je scho pen ku mu lo vat bo hat ství w(·) a pro ná zor nost před po klá dej -
me, že v kaž dém ča so vém oka mži ku do stá vá kon stant ní dů chod y, kte rý může buï
zkon zu mo vat nebo jeho část uspo řit (s(t)) a spot ře bo vat až v ně kte rém z příš tí ch
ob do bí. Za vzdá ní se oka mži té spot ře by je od mě něn úro kem, tj. úro ko vou saz bou, 
kte rou je úro če no jeho bo hat ství. Bo hat ství se zvět šu je jak ve li kos tí úspor v da -
ném ča so vém oka mži ku, tak úro če ním před cho zí úrov ně. Pro jed no du chost rov -
něž před po klá dej me, že eko no mic ký sub jekt se rodí i umí rá s nu lo vým bo hat -
stvím. Kla sic kým úko lem spot ře bi te le je ma xi ma li zo vat uži tek, v pří pa dě
dy na mic ké ana lý zy cel ko vý uži tek bě hem ži vo ta. 

Shrneme-li za dá ní, pak spot ře ba c(t) je ří di cí pro měn ná a bo hat ství (úspo ry,
od lo že ná spot ře ba) w(t) je sta vo vá ve li či na. Mno ži nu ome ze ní tvo ří rov ni ce po pi -
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3) Pro jed no du chost si lze cí lo vou funk ci před sta vit jako sou čet všech užit ků (při ap li ka cích teo rie
spot ře bi te le) v jed not li vých ča so vých bo dech t od 0 do T.
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su jí cí roz dě le ní dů cho du na spot ře bu a úspo ry a zá kon po hy bu je ur čen dy na mi -
kou bo hat ství. Celý prob lém lze za psat ná sle dov ně:

{ }
max ( ( ))

( )c t

T
u c t dt

0
ò ¬ma xi ma li zo va ná funk ce

vzhle dem k: w
·

(t) = s(t)+r×w(t)  ¬zá kon po hy bu
y = c(t) + s(t) ¬mno ži na ome ze ní 
w(0) = 0, w(T) = 0 ¬po čá teč ní/kon co vá pod mín ka 

3 .  Z á  k l a  d y  p r i n  c i  p u  m a  x i  m a

K od vo ze ní prin ci pu ma xi ma lze po užít po do bně jako ve sta tic ké op ti ma li za ci
Lag ran ge an CP. Pro jed no du chost je vhod né za ne dbat mno ži nu ome ze ní f, resp.
lze pře po klá dat, že všech na ome ze ní jsme schop ni sub sti tu o vat do zá ko na po hy -
bu ur če ném rov ni cí g. Rov něž je vhod né ome zit di men zi o na li tu prob lé mu a před -
po klá dat m = n = 1. Pro jed no du chost zá pi su lze dy na mic kou drá hu pro měn né
např. y, tj. {y(t)}tÎ[ 0,T ], psát je nom jako {y(t)}.

Lag ran ge án od po ví da jí cí cel ko vé mu prob lé mu lze za psat jako:

L u s t c t t t g s t c t t s t= + -
é
ëê

ù
ûú

ì
í
î

·

( ( ), ( ), ) ( ) ( ( ), ( ), ) ( )l
ü
ý
þ

ò
0

T
dt

Po do bně jako ve sta tic ké op ti ma li za ci, hle dá me i zde sed lo vé body. Nyní to
však jsou body v pros to ru funk cí, tj. mi ni mum vzhle dem k {l(t)} a mi ni mum vzhle -
dem k {c(t)}. Prv ní mi ni mum zís ká me zkou má ním od chý le ní {l(t)} do {l(t)+
Dl(t)} a vy uži tím pod mín ky sed lo vé ho bodu: DL=0. Dru hé mi ni mum ob dr ží me in -
teg ra cí per par tes pos led ní ho čle nu Lag ran ge á nu. 

Zkou má ním od chyl ky Dl(t) od vo dí me im pli ko va ný efekt na Lag ran ge án:

D DL t g s t c t t s t dt
T

= -
é
ëê

ù
ûú

·

ò l( ) ( ( ), ( ), ) ( )
0

Po uži tím nut né pod mín ky pro ex trém DL=0 od vo dí me z před cho zí ho vý ra zu,
že: s

·

(t) = g(s(t) ,c(t),t).
Nyní de fi nuj me Ha mil to ni án jako H(s,c,l,t)=u(s,c,t)+ l(t)g(s,c,t). Lag ran ge án

lze po mo cí Ha mil to ni á nu psát jako:

L H s t c t t t t s t dt T s T
T

= +
é
ëê

ù
ûú

-
·

ò ( ( ), ( ), ( ), ) ( ) ( ) ( ) (l l l
0

[ ]) ( ) ( )- l 0 0s

Po kud bu de me uva žo vat li bo vol nou od chyl ku drá hy ří di cí pro měn né {c(t)}, jež
zá ko nem po hy bu vy vo lá od chý le ní tra jek to rie sta vo vé pro měn né {s(t)}, im pli ko -
va ná změ na Lag ran gi á nu bude ná sle du jí cí:

D D DL
H t
c t

c t
H t
s t

t s t
T

= + +
é

ëê
ù

ûú
·

ò
¶

¶

¶

¶
l

( )
( )

( )
( )
( )

( ) ( )
0

Pro sed lo vý bod musí pla tit DL=0, tedy:

¶

¶

H t
c t

( )
( )

= 0         a         
¶

¶
l

H t
s t

t
( )
( )

( )=-
·

Prin cip ma xi ma  je op ti mál ní ře še ní cel ko vé ho prob lé mu, tj. tri plet



{{s*(t)},{c*(t)},{l*(t)}}op ti mál ních tra jek to rií pro sta vo vou ve li či nu {s*(t)}, ří di cí
ve li či nu {c*(t)} a dy na mic ké Lag ran ge o vy mul ti pli ká to ry {l*(t)}, kte rý při Ha mil to -
ni á nu de fi no va ném jako H(s,c,l,t)=u(s,c,t)+ l(t)g(s,c,t) musí spl ňo vat v kaž dém
ča so vém oka mži ku t ná sle du jí cí sadu 4 pod mí nek:

¶ l

¶

H s c t
c

( , , , )* * *

= 0

¶ l

¶
l

H s c t
s

t
( , , , )

( )
* * *

*
·

=-

¶ l

¶l

H s c t
s t

( , , , )
( )

* * *
*

·

=

hra nič ní pod mín ky s(0)= s0, s(T)= sT

Vý ho da prin ci pu ma xi ma spo čí vá v roz dě le ní dy na mic ké ho prob lé mu do sek -
ven ce jed no duš ších prob lé mů sta tic ké op ti ma li za ce, kte ré na víc vy pa da jí vel mi
po do bně. Ma xi ma li za cí jed no ho Ha mil to ni á nu pro obec ný čas t tak zís ká me ře še -
ní dy na mic ké ho prob lé mu. Čty ři výše uve de né pod mín ky jsou ne zbyt né, ale lze
do ká zat, že i po stačující.

Ri go róz ní po psá ní me to dy by vy ža do va lo ma te ma tic ký dů kaz toho, že uve de -
ný po stup je dos ta teč ný a že vede k na le ze ní ma xi ma. To však není zá mě rem to ho -
to pří spěv ku a zá jem ci si mo hou pří sluš ný dů kaz vy hle dat v li te ra tu ře (viz např.
Leonard-Long, 1992). 

4 .  Z o b e c  n ě  n í  p r i n  c i  p u  m a  x i  m a

Řada eko no mic kých prob lé mu je za lo že na na mír ně od liš ných před po kla dech
než na kte rých byly od vo ze ny před cho zí zá vě ry. Mezi nej čas tě ji zmi ňo va né pat ří
kon cep ce ča so vé hod no ty ur či té ho stat ku (např. užit ku či pe něz), kte rá zoh led ňu je
čas, v němž máme uži tek z da né ho stat ku (např. uži tek z 100 Kč dnes je vyš ší než
uži tek ze stej né sumy zít ra). Pe ní ze dnes mů že me za úrok ně ko mu na den (před po -
klá dej me bez ri zi ko vě) půj čit a zít ra bu de me mít kro mě jis ti ny i úrok. Pro srov na tel -
nost v jed not li vých ča so vých ob do bích pro to užit ky (bu dou cí příj my atd.) dis kon -
tu je me. Dal ší od chyl kou od výše uve de ných před po kla dů jsou ap li ka ce, kte ré
před po klá da jí ne ko neč ný ho ri zont, tedy T®¥. Obě mo di fi ka ce – dis kon to vá ní na
sou čas nou hod no tu a ne ko neč ný ho ri zont – a je jich dů sled ky pro op ti ma li zač ní
úlo hu ře še nou prin ci pem ma xi ma nyní blí že po pí šu.

4. 1 Dis kon to vá ní

V mno hých eko no mic kých ap li ka cích, resp. prak tic ky ve všech pra cu jí cích
s ča sem je spo ji tá zis ko vá (cí lo vá, vý plat ní, užit ko vá) funk ce dis kon to vá na dis -
kont ním fak to rem e-rt, kde dis kont ní míra r>0. Modifikujeme-li úlohu do po do by
dis kon to va né ho kon trol ní ho prob lé mu (DCP) zís ká me:

{ }
max ( ( ), ( ))

( )c t

tT
e u s t c t dt-ò r

0
  

vzhle dem k: s
·

(t) = g(s(t),c(t),t)
f (s(t), c(t),t) ³ 0
s(0) = s0, s(T) = sT ,
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kde je di ná od chyl ka opro ti CP spo čí vá v od liš né cí lo vé funk ci V(·). Mís to pů vod ní
ver ze Ha mil to ni á nu H je mož né de fi no vat Ha mil to ni án sou čas né hod no ty
Hc(s,c,l) jako:

Hc(s,c,m,t)=u(s(t),c(t))+ m(t)g(s(t),c(t)),    kde  m(t)= ert l(t), resp. l(t)= e-rt m(t).

Pro prin cip ma xi ma při dis kon to vá ní pak pla tí: op ti mál ním ře še ním dis kon to -
va né ho kon trol ní ho prob lé mu je tri plet {{s*(t)},{c*(t)},{m*(t)}}, kte rý při da ném
Hc(s,c,m,t)=u(s(t),c(t))+ m(t)g(s(t),c(t)) spl ňu je v kaž dém ča so vém oka mži ku t ná -
sle du jí cí 4 pod mín ky: 

¶ m

¶

H s c t
c

c( , , , )* * *

= 0

¶ m

¶
rm m

H s c t
s

t t
c( , , , )

( ) ( )
* * *

*
·

= -

¶ m

¶m

H s c t
s t

c( , , , )
( )

* * *
*

·

=

hra nič ní pod mín ky s(0)= s0, s(T)= sT

4. 2 Ne ko neč ný ho ri zont

V tom to pří pa dě se změ na ode hra je pou ze v hra nič ní pod mín ce, kte rá bude
s(T) ³ 0. Exis tu je sa mo zřej mě i jiná va rian ta, kte rá spo čí vá ve změ ně hor ní li mi ty
ma xi ma li zo va né ho in teg rá lu. In teg rál by pak ne měl hor ní hra ni ci v T, ale v ne ko -
neč nu. Je mož né do ká zat, že pod mín ku s(T) ³ 0 lze trans for mo vat do tva ru
e-rt×m(T )×s(T) = 0, což není nic ji né ho než zná má pod mín ka trans ver za li ty. Po kud
T®¥, pod mín ku trans ver za li ty lze psát jako li mi tu:

lim ( ) ( )
t

t s t
®¥

=l 0

Při ap li ka ci tak mís to pů vod ní hra nič ní pod mín ky s(T) = sT pí še me lim ( ) ( )
t

t s t
®¥

=l 0.

Pod mín ka trans ver za li ty má i eko no mic kou in ter pre ta ci. Pokud se blí ží me kon -
ci plá no va cí ho ho ri zon tu, op ti mál ní ře še ní vy ža du je, aby buï s(T) bylo rov no nule
(tj. nic není pro mr há no, vyjadřuje-li s(T) uži tek) nebo je-li s(T) klad né, aby byla stí -
no vá cena stat ku m(T) nu lo vá (a opět ne by lo nic pro mr há no). 

5 .  P ř í  k l a d  e ko  n o  m i c  k é  a p  l i  ka  c e  ř e  š e  n í  p r o b  l é  m u  d y  n a  m i c  k é
o p  t i  m a  l i  z a  c e

a) Teo rie in ves tic

Jako ilus tra tiv ní pří klad po uži tí me to dy prin ci pu ma xi ma je mož né uvést ap li -
ka ci op ti mál ní ho ří ze ní na in ves tič ní teo rii pro ve de nou R. Do rfma nem (1969).
Zjed no du še ně lze prob lém cha rak te ri zo vat ná sle dov ně: ne ok la sic ká fir ma je nu -
ce na se roz hod nout, ko lik in ves tu je v ča so vém in ter va lu [0,T ] tak, aby ma xi ma li -
zo va la svůj zisk, kte rý je dán kla sic kou zis ko vou funk cí P(k(t),x(t)), kde pro měn ná



k je zá so ba ka pi tá lu a x jsou in ves tič ní vý da je.4) Na zis ko vou funk ci jsou kla de ny
stan dard ní eko no mic ké před po kla dy: prv ní de ri va ce pod le ka pi tá lu je klad ná a
prv ní de ri va ce pod le in ves tic je zá por ná. Změ na zá so by ka pi tá lu (zá kon po hy bu)
je ur če na funk cí g(k(t), x(t)), např. g(·)=x(t)-dk(t), kde d je míra zne hod no ce ní ka pi -
tá lu. Hra nič ní pod mín ky mají tvar: k(0) = k0 a k(T) ³ 0. Prob lém fir my pak lze za psat
ná sle dov ně:

{ }
max ( ( ), ( ))

( )x t

T
k t x t dtP

0
ò  

vzhle dem k k
·

(t) = g(k(t),x(t))
k(0) = k0, k(T) ³ 0

Použijeme-li po stup uve de ný v před chá ze jí cí čás ti, zís ká me:

Ha mil to ni án: H (k(t), x(t),t) = P(k(t), x(t)) + l(t) g(k(t), x(t))

a ná sled ně z něj i pod mín ky prin ci pu ma xi ma: 
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Zá kon po hy bu: k
·

(t) = g(k(t),x(t)). Po čá teč ní a kon co vá pod mín ka: k(0) = k0,
l(T).K(T) = 0.

Po kud zná me funkč ní tvar zis ko vé funk ce P(k(t), x(t)) a zá ko na po hy bu g(k(t),
x(t)), mů že me sys tém těch to rov nic vy ře šit a zís kat op ti mál ní tra jek to rii in ves tič -
ních vý da jů v čase tak, aby byl ma xi ma li zo ván zisk v da ném ob do bí. V pr vém kro -
ku se po ku sí me ze sys té mu eli mi no vat mul ti pli ká tor l(t), če hož mů že me do sáh -
nout zde ri vo vá ním prv ní ho ome ze ní pod le času t. Obec ně pla tí, že po kud se nám
po da ří zjed no du šit sys tém rov nic do dvou di fe ren ci ál ních rov nic, je vel ká šan ce,
že prob lém bude ana ly tic ky ře ši tel ný. To však není pra vid lem a kom pli ko va něj ší
sys té my bu dou ře ši tel né pou ze nu me ric ky za po uži tí po čí ta če.

b) Spot ře ba bě hem ži vot ní ho cyk lu 

Čas tým pří pa dem ap li ka cí teo rie op ti mál ní kon tro ly jsou růs to vé mo de ly po pi -
su jí cí tra jek to rii spot ře by eko no mic ké ho agen ta v čase. Jeho cí lem je ma xi ma li zo -
vat užit ko vou funk ci při da ném roz poč to vém ome ze ní a při res pek to vá ní vý cho -
zích pod mí nek. Ten to mo del byl obec ně po psán výše, nyní si při blí ží me jeho
va rian tu pro kon krét ně spe ci fi ko va nou užit ko vou funk ci a po čá teč ní a kon co vé
pod mín ky. 

Před po klá dej me, že eko no mic ký agent ma xi ma li zu je užit ko vou funk ci u(c(t)),
kte rá se rov ná při ro ze né mu lo ga rit mu spot ře by v da ném čase t, tedy: u(c(t)) =
ln(c(t)), a je vy ba ven po čá teč ní zá so bou bo hat ství w(0) = 0, tj. nemá na za čát ku
žád né bo hat ství. Své bo hat ství však může ovliv nit pra cí, ne bo� je v kaž dém oka -
mži ku pří jem cem kon stant ní ho dů cho du y, kte rý buï utra tí (pře mě ní na spot ře bu
c(·)) nebo pře ve de do dal ší ho ob do bí po mo cí úspor s(·). Na stav bo hat ství w(t)
pů so bí jak úspo ry s(t) v jed not li vých ča so vých oka mži cích, tak exo gen ně daná
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úro ko vá saz ba r, o kte ré před po klá dá me, že je bě hem ce lé ho ži vot ní ho cyk lu kon -
stant ní. Pro jed no du chost rov něž před po klá dej me, že sub jekt ne za ne chá dě dic tví
a veš ke ré na a ku mu lo va né bo hat ství sám bě hem ži vo ta spot ře bu je (w(T) = 0).
Prob lém, kte rý eko no mic ký agent řeší v ča so vém in ter va lu mezi ča sem 0 do T, lze
for mál ně za psat jako:

{ }
max ln ( )

( )c t

tT
e c t dt-ò r

0

vzhle dem k:  w
·

(t) = s(t)+rw(t)
y = c(t) + s(t) 

w(0) = 0, w(T) = 0

Eko no mic ký agent dis kon tu je svo ji užit ko vou funk ci ln c(t) dis kont ním fak to -
rem e-rt a ma xi ma li zu je jí v rám ci ce lé ho své ho ži vot ní ho cyk lu vzhle dem k zá ko nu
po hy bu, kte rý ur ču je dy na mi ku růs tu/po kle su bo hat ství, k roz poč to vé mu ome ze -
ní y=c(t)+s(t) a vzhle dem k po čá teč ní a kon co vé pod mín ce ome zu jí cí bo hat ství. 

Ve vět ši ně pří pa dů se jako vhod né jeví re du ko vat po čet rov nic ome ze ní po mo -
cí vzá jem né sub sti tu ce. V této úlo ze je mož né roz poč to vé ome ze ní vy jád řit jako
s(t) = y – c(t) a sub sti tu o vat jej do zá ko na po hy bu. Zís ká me tak in ter tem po rál ní
roz poč to vé ome ze ní ve tva ru: w

·

(t) + c(t)= y+rw(t). 
Pro sro zu mi tel nost jen do plň me, že sta vo vá pro měn ná v tak to spe ci fi ko va ném

mo de lu je bo hat ství w(t) a ří di cí pro měn ná spot ře ba c(t). Ha mil to ni án sou čas né
hod no ty je pak ro ven: 

Hc=ln c(t)+ m(t)[rw(t) + y – c(t)]. 

Po uži tím prin ci pu ma xi ma zís ká me:  
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¶
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H
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Kom bi na cí prv ních dvou rov nic zís ká me di fe ren ci ál ní rov ni ci prv ní ho řádu: 
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Je jím ře še ním je op ti mál ní tra jek to rie spot ře by: c t ce r t( ) ( )= -r , kde c je kon stan -
ta. Víme však, že v po čá teč ním ob do bí t = 0 je c(0) = c a kon stan ta není tedy ni čím
ji ným než po čá teč ní hod no tou spot ře by v čase 0.

Po kud by nás za jí ma la hod no ta c (ná sle du jí cí vý klad už ne sou vi sí s prin ci pem
ma xi ma, ne bo� op ti mál ní tra jek to rie je již zjiš tě ná, ale týká se ře še ní di fe ren ci ál -
ních rov nic), pak je nut né za po jit do ře še ní i zá kon po hy bu, přes ně ji sub sti tu o vat
do něj op ti mál ní tra jek to rii spot ře by: 

w
·

(t) = y+rw(t) – c(0)e(r–r)t

Vynásobíme-li obě stra ny před cho zí rov ni ce e-rt zís ká me: 



w
·

(t)e–rt – rw(t)e–rt = ye–rt– c(0)e–rt, kde levá stra na je rov na 
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Dvo ji ci in teg rač ních kon stant {w,c(0)}od vo dí me po uži tím po čá teč ní a kon co -

vé pod mín ky: w(0) = w(T) = 0. Pro t = 0 pla tí w
y
r

c
= -

( )0
r

  a dosadíme-li ten to

vztah zpět, zís ká me: w t e
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Opti mál ní tra jek to rii spot ře by tak při zna los ti po čá teč ní op ti mál ní spot ře by lze
za psat jako:
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K na pros to iden tic ké mu vý sled ku do spě je me, použijeme-li Ha mil to ni án mís to
Ha mil to ni á nu sou čas né hod no ty. Pro ilus tra ci uveï me i tuto ces tu ře še ní. Ha mil to -
ni án má tvar: H=e-rtlnc(t) + l(t)(y – c(t) + rw(t)). Po uži tím prin ci pu ma xi ma zís ká -
me tro ji ci pod mí nek:
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Ře še ním dru hé z těch to rov nic ur čí me l(t) jako l(t) = le rt-

Do sa ze ním l(t) do prv ní rov ni ce od vo dí me op ti mál ní spot ře bu v čase t:

c t
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1
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1
l

Po rov ná ním této rov ni ce s před cho zím vý sled kem, ke kte ré mu jsme do spě li
po uži tím Ha mil to ni á nu sou čas né hod no ty, ově ří me, že tra jek to rie op ti mál ní spot -
ře by je v obou pří pa dech iden tic ká, a to c t ce r t( ) ( )= -r .

6 .  Zá  vě r

Přís pě vek po pi su je jed nu z mož ných cest ře še ní dy na mic kých op ti ma li zač ních  
úloh – me to du prin ci pu ma xi ma. Dy na mic ké op ti ma li zač ní úlo hy jsou jed nou z ne -
díl ných sou čás tí sou do bé mak ro eko no mie, kte rá se sna ží o res pek to vá ní mik ro -
eko no mic kých zá kla dů (teo rie spot ře bi te le a teo rie fir my) a zá ro veň o zoh led ně ní
fak to ru času. Po cho pe ní me to dy prin ci pu ma xi ma otev ře čte ná ři dve ře do ne ma lé
čás ti nej mo der něj ší eko no mic ké li te ra tu ry, tý ka jí cí se např. teo rie růs tu a op ti ma li -
zač ních mo de lů mo ne tár ní eko no mie. Celá řada vý zkum ných pra cí z ob las ti eko -
no mie pra cu je s dy na mic kou op ti ma li za cí, au to ři vět ši nou spe ci fi ku jí mo del a
poté pre zen tu jí jeho vý sled ky. Sa mot né od vo ze ní vý sled ků bývá vel mi čas to vy -
ne chá no a před po klá dá se, že čte nář po uži tou me to du dos ta teč ně ovlá dá. 
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Me to da prin ci pu ma xi ma od vo dí z Ha mil to ni á nu sadu nut ných pod mí nek, kte -
ré spo lu s po čá teč ní a kon co vou pod mín kou sta vo vé ve li či ny umož ní od vo dit op -
ti mál ní tra jek to rii ří di cí pro měn né. Ná sle do vá ní této op ti mál ní tra jek to rie ří di cí
pro měn né po ve de k ma xi ma li za ci cí lo vé funk ce v da ném ča so vém úse ku. Op ti -
mál ní tra jek to rii ří di cí pro měn né nic mé ně ná sle do vat ne mu sí me – sys tém se vy ví -
jí pod le vnitř ní dy na mi ky dané zá ko nem po hy bu, kte rý je jed nou z ome zu jí cích
pod mí nek ře še ní. Ne ná sle do vá ní op ti mál ní tra jek to rie ří di cí pro měn né sa mo zřej -
mě po ve de k niž ší hod no tě cí lo vé funk ce, což je vlast nost, kte rá vy plý vá ze samé
po va hy op ti ma li za ce – jiné než op ti mál ní ře še ní musí vést k hor ší mu vý sled ku.

Vý ho dou me to dy prin ci pu ma xi ma je mož nost je jí ho té měř me cha nic ké ho ap -
li ko vá ní na ši ro kou řadu dy na mic kých (eko no mic kých) prob lé mů ve spo ji tém
čase. Prin cip ma xi ma lze však s úspě chem ap li ko vat i v ji ných obo rech –(např. fy -
zi ce). Kro mě ma xi ma li zač ních úloh lze me to du po užít po tri vi ál ní úpra vě cí lo vé
funk ce i na úlo hy mi ni ma li zač ní. Ome ze ní me to dy spo čí vá ve fak tu, že jde o pří -
stup za lo že ný na prá ci se spo ji tý mi ve li či na mi – ne všech ny eko no mic ké úlo hy je
snad né či vhod né ve spo ji tém čase vy jád řit. Pro úlo hy, kte ré mají dis krét ní cha rak -
ter, tedy např. vět ši nu em pi ric kých stu dií, je nut né po užít Be ll ma no vu rov ni ci a dy -
na mic ké prog ra mo vá ní.
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Ab stract:
The pa per pre sents the op ti mal con trol the o ry and the ma xi mum prin cip le tech ni que

that is sui tab le for sol ving dy na mic op ti ma li za ti on prob le ms in con ti nu ous time.
Mo dern ma in stre am mac ro e co no mics stres ses mic ro e co no mics prin cip les of sol ved
prob le ms. Ho we ver, the ap pli ca ti on of the stan dard mic ro e co no mic ap pro ach – the
sta tic op ti ma li za ti on – ne eds to be rep la ced in mac ro e co no mics by more sop his ti ca ted
met hods. The ma xi mum prin cip le is one of the po ssib le to ols. This text bri ef ly
in tro du ces the ba sics of this met hod to Czech re a ders. More de tai led tre at ment can be
found in the ori gi nal li te ra tu re. The ma xi mum prin cip le met hod can be ap pli ed not only
in sol ving mac ro e co no mic prob le ms, but also in many dif fe rent are as that deal with the
op ti ma li za ti on in con ti nu ous time, e.g. fi nan ce or en gi ne e ring.

Ke y words: op ti mal con trol the o ry, ma xi mum prin cip le, dy na mic mac ro e co no mics,
op ti mi za ti on tech ni qu es
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SCON TEM PO RA RY MAC RO E CO NO MICS AND OP TI MAL
CON TROL THE O RY
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