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1. Uvod

Hlavni proud makroekonomické teorie se pokusil vyrovnat s kritikou ostatnich
ekonomickych skol, kterd mu vycitala slabé mikroekonomické zaklady a nedosta-
te¢né zachyceni dynamiky ekonomického systému. Tradi¢ni keynesovska makro-
ekonomie pracovala s ndrodohospodatskymi agregaty typu narodniho ddichodu
adojisté miry zcelaignorovala mikroekonomickou teorii. Dynamicka analyza byla
provddéna pomoci komparativni statiky, tedy postupu, jenZ porovnaval dva stavy
svéta, ke kterym dojde zménou pouze jediné veli¢iny (ze zdkladnich u¢ebnic eko-
nomie notoricky zndmého principu, ceteris paribus, tedy v§e ostatni nezménéno).
Neoklasicka makroekonomie se pokusila pod vlivem kritik(i zapracovat do svych
zakladld i mikroekonomické prvky. Misto agregovanych veli¢in ve svych mode-
lech zkouma chovani dezagregovanych subjektd — zpravidla jednotlivct nebo do-
macnosti a firem. Pro jednoduchost se predpoklada, Zze ekonomika je sloZzena
zmnohaidentickych domécnosti a firem a agregatni Udaje jsou obdrZzeny agrega-
ci zminénych identickych mikrosubjekt(. Jednani agregatnich ukazateld tak od-
povida chovani, které bychom predpoklddali na zdkladé znalosti mikroekonomie.

Odklon od agregatnich veli¢in a zapojeniindividualnich subjektd umoziuje vy-
uzit prvky znamé z mikroekonomické analyzy, napf. statické optimalizace s ome-
zenim, tj. hledani extrému (maxima ¢i minima), které je omezeno urcitou rovnost-
ni ¢i nerovnostni podminkou ¢i podminkami. Tento postup vede k nalezeni
statického optima v uréitém ¢asovém okamZziku a opét nefika nic o dynamice eko-
nomického systému. Jako nastroj pro vyporadani se s timto problémem Ize v urdi-
tych pfipadech pouzit teorii optimalniho Fizen/ (optimal control theory). Misto je-
diného optima je hleddna sekvence optim v ¢ase — optimalni trajektorie systému
(resp. fidici proménné) v Case. JelikoZ jde o matematickou optimalizaci typickou
pro neoklasickou ekonomii, je dynamika systému chdpana mechanicky a nepra-
cuje se s historickym ¢asem. Z pohledu ekonomické teorie tak jde o metodu, kte-
rou lze mikroekonomické pfistupy aplikovat napt. na dynamické problémy makro-
ekonomie, jak se o to snaZi nékteré modely soudobé teorie ristu (viz napf.
Aghion, Howitt, 1998 ¢i Barro-Sala-i-Martin, 1999) nebo monetarni/ ekonomie (viz
napf. Walsh, 1999).

Cilem pfispévku je pfiblizit ¢tenafi zaklady teorie optimdiniho Fizeni a poukazat
na nékteré jeji aplikace v soudobé makroekonomii. Struktura prispévku je nasle-
dujici: v prvni ¢asti jsou definovany nékteré pouzivané pojmy, v druhé ¢asti jsou
strué¢né priblizeny zaklady teorie optimalniho fizeni, poté jsou vyloZzena dvé
zobecnéni: prvni se tyka pfevodu na souc¢asnou hodnotu a druhé nekone¢ného
¢asového horizontu. V ¢asti 5 je metoda priblizena dvéma ¢astymi ekonomickymi
aplikacemianakonec je uveden struc¢ny zaveér. | kdyZ se snazim o to, aby vyklad byl
pokud mozZno co nejsrozumitelnéj$i a nechci zatézovat ¢tenare prilis technickymi

POLITICKA EKONOMIE, 4, 2004 @ 551



detaily, znalost zakladniho matematického aparatu pouzivaného v magisterskych
kurzech ekonomie je v8ak pro pochopeni metody nutna.”

2. Vymezeni zakladnich pojmu

Klasickou ulohu statické optimalizace silze pfedstavit jako hledani maxima zis-
kové funkce firmy. Firma zna poptdvku po svych produktech, znd i své naklady a
stoji pred problémem, jaké mnozZstvi uréitého produktu vyrobit, aby maximalizo-
vala svij zisk. Toto mnozZstvi uréi tak, Ze polozi prvni derivaci ziskové funkce rov-
nou nule a rovnici vyresi. Poté zjisti znaménko druhé derivace ziskové funkce a
ujisti se o tom, Ze nalezeny extrém funkce je skute¢né maximem (druha derivace
je negativni). Ve skute¢nosti firma nebude moci hledat extrém funkce na celém
definiénim oboru ziskové funkce, ale mdze byt limitovana uréitymi omezenimi
technologického razu, které vymezi oblast, v nizse bude hledany extrém nachazet
(napf. Ze vyrobené mnozstvi se bude nachazet v urcitém intervalu hodnot).

V dynamické optimalizaci pljde prakticky o identicky problém, ktery ale bude
neoklasicka firma fesit v kazdém ¢asovém okamziku ¢asového intervalu [0, T ].
Snahou firmy bude maximalizovat zisk za celé obdobi (ne zisk v jednom jediném
¢asovém bodé —to by firma nic neinvestovala a snazila se maximalné vyuzit stava-
jici zdsobu kapitalu). Do rozhodovani firmy mizZe vstupovat fada velicin, které pa-
sobinaziskfirmy - pro zjednodusenilze uvazovat pouze dvé veli¢iny. Jednu z nich
muze firma pfimo ovliviiovat a pouZivat ji jako instrument — tzv. Fidici proménna.
Druhou, tzv. stavovou proménnou, charakterizujici dany systém, neni mozné pfi-
mo ovlivnit okamzitymi rozhodnutimi firmy. Firma m(zZe tuto stavovou promén-
nou ovlivitovat (Fidit) pomoci Fidici proménné. V kontextu tohoto pfikladu lze
uvést napf. dvojiciveli¢in: celkovy kapital firmy a investice. Kapital, ktery determi-
nuje to, kolik je firma schopna vyrobit, je stavovou veli¢inou (firma nemazZe pfimo
ovlivnit v uréitém ¢asovém okamziku velikost své zdsoby kapitélu, nebot ta je
dana minulym vyvojem). Investice, které ovlivnuji spolu se znehodnocenim kapi-
talu celkovou vysi kapitalu, jsou fidici proménnou, pomoci niz mize firma pasobit
na velikost svého celkového kapitélu. Ovliviiovani stavové proménné muze byt
omezeno jednou ¢i vice podminkami. Jednou z nejéastéjSich podminek (u opti-
malizaci spotfeby &i investic) mize byt napf. rozpoétové omezeni. Pribéh stavo-
vé veli¢iny v Case je ur¢en pomoci diferencialni rovnice —zakona pohybu. Aby byl
model fesitelny, musi byt stavova veli¢ina zakotvena v ¢ase, tzn. musi byt zndma
jeji pocateéni a koncova hodnota — hovotime o tzv. hrani¢nich podminkéch. Vyse
celkového kapitalu se mezi ¢asem 0 a 7 bude vyvijet podle zakona pohybu.

Prejdeme-li k matematickému zépisu, Ize definovat nasledujici proménné:

— spojity ¢ast; t € [0,7],

— stavova promeénna s(t); s(t)eS, s:[ 0,T ]->R",

— tidici (kontrolni) proménna c(t); c(t)eC, c:[ 0,T ]| >R", kde n > m,

— zédkon pohybu?®) charakterizujici zménu stavové proménné sf(t)

as(t)

?= .;‘(t)= g(slt), c(t), t), kde funkce g: S - C - [0, T | >N,

—cilovou funkci V, tj. funkci, ktera popisuje hodnotu systému pro jakykoliv pri-

1) Pro podrobnéjsiseznameni se zmetodou nalezne ¢tenaf v praci Barro a Sala-i-Martin (1999), kde
jsoushrnuty jak zaklady statické optimalizace, tak zéklady feseni diferencidlnich rovnic a dynamické op-

mické optimalizace. Zajimava je i prace Violanteho (2002), ze které vychazim.
2) Tecka nad proménou je oznac¢enim derivace dané proménné podle ¢asu.
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béhfidici a stavové veliCiny, jde ointegrdl vynosové (resp. uzitkové, ziskové) funk-
ce znamé ze statické optimalizace uf ):?

v = [T ulstt), clt), tiat,

— mnozinu omezeni f(s(t),c(t),t) > 0, ktera definuje hodnoty, jichZ muaZe Fidici
proménnd c(t) nabyvat.

Pro feSitelnost ulohy jsou nutné 2 zakladni predpoklady:

- vSechny uvedené funkce jsou spojité a diferencovatelné,

—mnozinaw(s(t),t) = {c(t) e Cs.t. f(s(t), c(t),t) >0} je kompaktnia konvexni.

Po této definici proménnych mdzeme pfistoupit k definici celkového problému
(CP):

maxV = [ ulsit), cle), tidt
{eta)} 0 e

vzhledem k: s(t) = g(s(t),c(t),t)
s(t) e S, clt) e C
f(s(t),c(t),t) =0

. s(0) =s,, s(7) = s,

Resenim CP je optimalni drdha fidici proménné (a tim i diky zakonu pohybu a
znalosti pocatecnich a koncovych podminek trajektorie stavové proménné) pro
kazdy ¢asovy okamzik ¢asového intervalu. Zakladni rozdil oproti statické optimali-
zaci, kde je resenim optimalni hodnota v jediném ¢asovém okamziku, je v tomto
typu tloh fe$enim nalezeni optimalni ¢asové trajektorie Fidici proménné {c'(t)}.

V dalsi ¢asti textu bude popsana jedna z metod feSeni CP — princip maxima
(maximum principle) — navrZzena ruskym matematikem Pontryaginem v 50. letech
dvacatého stoleti. Anglicky pfeklad jeho prace byl publikovéan v roce 1962. Konku-
renénim pristupem feseni je metoda dynamického programovani navrZzena R. Be-
Imanem (1957). Jeho metoda je vhodnéjsi pro feseni problém( v diskrétnim
¢ase, Pontryagionova ve spojitém. Dfive neZ popiSu Pontryagionovu metodu,
bude vhodné pfibliZit moZna pftili§ abstraktné vypadajici problém jednou z moz-
nych aplikaci, kterou je optimalni alokace spotfeby v ramci Zivotniho cyklu ekono-
mického subjektu (viz napf. Arlt, Cutkova, Radkovsky, 2002).

Pfedpokladejme, Ze ¢lovék ¢i domacnost mize uzitek realizovat pouze pomoci
spotieby c¢(t). Uzitek vyjadifujeme obvykle uZitkovou funkciu( ) a vtomto pripadé
bude zaviset pouze na jediné veli¢iné — na spotiebé, tedy u(c(t)). Predpokladejme,
Ze kazdy ekonomicky subjekt zna délku svého Zivota - vi, Ze se dozije T let. BEhem
svého Zivota je schopen kumulovat bohatstvi w( ) a pro ndzornost predpokladej-
me, Ze v kazdém ¢asovém okamziku dostdva konstantni dichod y, ktery mize bud’
zkonzumovat nebo jeho ¢ast uspofit (s(t)) a spotfebovat az v nékterém z pfistich
obdobi. Za vzdani se okamZité spotieby je odménén urokem, tj. drokovou sazbou,
kterou je uro¢eno jeho bohatstvi. Bohatstvi se zvétSuje jak velikosti Uspor v da-
ném ¢asovém okamziku, tak iroc¢enim pfedchozi drovné. Pro jednoduchost rov-
néZ predpoklddejme, Ze ekonomicky subjekt se rodi i umird s nulovym bohat-
stvim. Klasickym Ukolem spotiebitele je maximalizovat uzitek, v pripadé
dynamické analyzy celkovy uZitek b&€hem Zivota.

Shrneme-li zadani, pak spotieba c(t) je fidici proménnéa a bohatstvi (Uspory,
odloZena spotieba) w(t) je stavova veli¢ina. MnozZinu omezeni tvofi rovnice popi-

3) Pro jednoduchost si lze cilovou funkci pfedstavit jako souet véech uzitkd (p¥i aplikacich teorie
spotiebitele) v jednotlivych ¢asovych bodechtod 0do 7.
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sujici rozdéleni ddchodu na spotfebu a Uspory a zakon pohybu je uréen dynami-
kou bohatstvi. Cely problém Ize zapsat nasledovné:

max fTu(c(t))dt «~maximalizovana funkce
{cl)} YO
vzhledem k: v;/(t) = s(t)+r-wl(t) <zakon pohybu
y = c(t) + s(t) <mnozina omezeni
w(0) =0, w(T) =0 «pocatecni/koncova podminka

3. Zaklady principu maxima

K odvozeni principu maxima lze pouzit podobné jako ve statické optimalizaci
Lagrangean CP. Pro jednoduchost je vhodné zanedbat mnoZinu omezeni f, resp.
Ize pfepokladat, Ze vSechna omezeni jsme schopni substituovat do zdkona pohy-
bu uréeném rovnicig. Rovnéz je vhodné omezit dimenzionalitu problému a pfed-
poklddat m = n = 1. Pro jednoduchost zdpisu lze dynamickou drdhu proménné
napt. y, tj. {y(t)},., ., Psat jenom jako {y(t)}.

Lagrangean odpovidajici celkovému problému Ize zapsat jako:

L= Or{u(s(t), clt), 1) + i(t)[g(s(t), clt), 1) - é(t)}}dt

Podobné jako ve statické optimalizaci, hleddme i zde sed/ové body. Nyni to
vS§ak jsou body v prostoru funkci, tj. minimum vzhledem k {1(¢)} a minimum vzhle-
dem k {c(t)}. Prvni minimum ziskdme zkoumanim odchyleni {A(¢)} do {A(¢)+
AL(t)} a vyuZitim podminky sedlového bodu: AL=0. Druhé minimum obdrzime in-
tegraci per partes posledniho ¢lenu Lagrangeanu.

Zkoumanim odchylky AL(t) odvodime implikovany efekt na Lagrangean:

AL= f or A/l(t)[g(s(t‘), clt), t) - é(t)]dt

Ppuiitl’m nutné podminky pro extrém AL=0 odvodime z pfedchoziho vyrazu,

Ze: s(t) = g(s(t),clt).1).
Nyni definujme Hamiltonidn jako H(s,c, A, t)=uls,c,t)+ Alt)g(s,c,t). Lagrangedn
Ize pomoci Hamiltonidnu psat jako:

L= OT [H (s(t), cle), A(t), ) + i(t)S(t)]d — [A(T)s(T) - 2(0)s(0)]

Pokud budeme uvaZzovat libovolnou odchylku drahy fidici proménné {c(t)}, jez
zdkonem pohybu vyvold odchyleni trajektorie stavové proménné {s(t)}, impliko-
vana zména Lagrangianu bude nésledujici:

_(TOH(@) oH(D) | -
AL= [ oty Aet+ [as( gt /l(t)}As(t)

Pro sedlovy bod musi platit AL=0, tedy:
OH (t) oH (t)
= a
ac(t) as(t)

=—Alt)
Princip maxima je optimadlni feSeni celkového problému, tj. triplet
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{{s"(t)}.,{c’(t)},{\'(t)}}optimalnich trajektorii pro stavovou veli¢inu {s'(t)}, fidici
veli¢inu {c¢'(t)} a dynamické Lagrangeovy multiplikatory {1'(t)}, ktery pfi Hamilto-
nianu definovaném jako H(s,c, A, t)=uls,c,t)+ Ll(t)g(s,c,t) musi splhovat v kazdém
¢asovém okamziku t nasledujici sadu 4 podminek:

GH(s', ¢’ A',1)

0
dc
His' c° 1 .
9 (s,c,i,t)z_ﬂt)
as
aH(s{‘IC*Il*It) -*
- - = t
A s

hrani¢ni podminky s(0)=s,, s(T)= s,

Vyhoda principu maxima spociva v rozdéleni dynamického problému do sek-
vence jednodussich problém( statické optimalizace, které navic vypadaji velmi
podobné. Maximalizaci jednoho Hamiltonidnu pro obecny Cas f tak ziskdme FeSe-
ni dynamického problému. Ctyfi vy$Se uvedené podminky jsou nezbytné, ale lze
dokazat, Ze i postacujici.

Rigordzni popsani metody by vyZadovalo matematicky diikaz toho, Ze uvede-
ny postup je dostate€ny a Ze vede k nalezeni maxima. To v8ak neni zamérem toho-
to pfispévku a zdjemci si mohou pfislusny ddkaz vyhledat v literatufe (viz napf.
Leonard-Long, 1992).

4. Zobecnéni principu maxima

Rada ekonomickych problému je zaloZena na mirné odlidnych predpokladech
neZ na kterych byly odvozeny pfedchozi zavéry. Mezi nej¢astéji zminované patfi
koncepce ¢asové hodnoty urcitého statku (napf. uZitku ¢i penéz), ktera zohlednuje
¢as, v némz mame uZitek z daného statku (napf. uzitek z 100 K¢ dnes je vy$si nez
uzitek ze stejné sumy zitra). Penize dnes mGzZeme za Urok nékomu na den (pfedpo-
kladejme bezrizikové) pujéit a zitra budeme mit kromé jistiny i irok. Pro srovnatel-
nost v jednotlivych ¢asovych obdobich proto uzitky (budouci pfijmy atd.) diskon-
tujeme. Dals$i odchylkou od vy$e uvedenych ptredpokladd jsou aplikace, které
predpokladaji nekone¢ny horizont, tedy 7—«. Obé modifikace — diskontovani na
soucasnou hodnotu a nekoneény horizont - a jejich dasledky pro optimalizaéni
Ulohu fesenou principem maxima nyni blize popisu.

4.1 Diskontovani

V mnohych ekonomickych aplikacich, resp. prakticky ve vSech pracujicich
s Casem je spojitd ziskova (cilova, vyplatni, uzitkovd) funkce diskontovana dis-
kontnim faktorem e, kde diskontni mira p>0. Modifikujeme-li tlohu do podoby
diskontovaného kontrolniho problému (DCP) ziskame:

T ot
max [ e utstt), cl)at

vzhledem k: é(t) = g(s(t),clt),t)
f(s(t), c(t),t) >0
s(0) = s, s(7T) =s,,
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kde jedina odchylka oproti CP spociva v odlisné cilové funkci V( ). Misto plvodni
verze Hamiltonianu H je moZné definovat Hamiltonian soucasné hodnoty
H¢(s,c,)\) jako:

He(s, ¢, t)=ul(s(t),c(t)+ w(t)g(s(t),c(t), kde plt)= e™ Alt), resp. Alt)= e™ u(t).

Pro princip maxima pfi diskontovani/ pak plati: optimalnim feSenim diskonto-
vaného kontrolniho problému je triplet {{s"(t)},{c"(t)},{u*(¢)}}, ktery p¥i daném
He(s,c,nt)=ul(s(t),c(t))+ ult)g(s(t),c(t)) splnuje v kazdém ¢asovém okamziku ¢ na-
sledujici 4 podminky:

OHe(s" ¢’ t)

0

ac
OH(s", ¢, 1", t) -
——————= pult)— u'(t

s pult) — u"(t)
BHC *, *, *,t .

(s*, ¢ u )=s"(t)
ou

hraniéni podminky s(0)= s,, s(7)=s,

4.2 Nekonecny horizont

V tomto pfipadé se zména odehraje pouze v hrani¢ni podmince, kterd bude
s(7) = 0. Existuje samoziejmé i jina varianta, kterd spociva ve zméné horni limity
maximalizovaného integralu. Integral by pak nemél horni hranici v 7, ale v neko-
nec¢nu. Je moZzné dokdzat, Ze podminku s(7) > 0 lze transformovat do tvaru
e™.u(T )-s(7) = 0, coZ neni nic jiného neZ znama podminka transverzality. Pokud
T—o0, podminku transverzality Ize psat jako limitu:

Ijm Alt)s(t)=0
Pti aplikaci tak misto pdvodni hranié¢ni podminky s(7) = s,pl’éemeltim Alt)s(t)= 0.
Podminka transverzality ma i ekonomickou interpretaci. Pokud se blizime kon-
ci planovaciho horizontu, optimalni feSeni vyZzaduje, aby buds(7) bylo rovno nule

(tj. nic neni promrhano, vyjadruje-li s(7) uzitek) nebo je-lis(7) kladné, aby byla sti-
nova cena statku p(7) nulova (a opét nebylo nic promrhano).

5. Piiklad ekonomické aplikace feSeni problému dynamické
optimalizace

a) Teorie investic

Jako ilustrativni ptiklad pouZziti metody principu maxima je mozné uvést apli-
kaci optimalniho Fizeni na investi¢ni teorii provedenou R. Dorfmanem (1969).
Zjednodusené lze problém charakterizovat nadsledovné: neoklasicka firma je nu-
cena se rozhodnout, kolik investuje v ¢asovém intervalu [0,7 ] tak, aby maximali-
zovala svUj zisk, ktery je dan klasickou ziskovou funkeci IT(k(t),x(t)), kde proménna
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k je zasoba kapitalu a x jsou investi¢ni vydaje.” Na ziskovou funkci jsou kladeny
standardni ekonomické predpoklady: prvni derivace podle kapitalu je kladna a
prvni derivace podle investic je zdporna. Zména zasoby kapitalu (zdkon pohybu)
jeurcenafunkcig(k(t), x(t)), napf.g( )=x(t)-5k(t), kde & je mira znehodnoceni kapi-
télu. Hrani¢ni podminky maji tvar: k(0) = k, a k(7) > 0. Problém firmy pak Ize zapsat
nasledovné:

max [ Tk @), x(t)dt
vzhledem k k(t) = g(k(t),x(t))

k(0) = k,, k(T) =0
Pouzijeme-li postup uvedeny v predchazejici ¢asti, ziskame:

Hamiltonian: H (k(t), x(t),t) = T1(k(f), x(¢)) + A(t) g(k(t), x(¢))

a nasledné z néj i podminky principu maxima:

HO_ om0, gl amd__ ol
x0T a0 P50 T a0 T %0
oH() _ oII() agl) _ _;
gm0 = SRl an =~

Zakon pohybu: /.((t) = g(k(t),x(t)). Po¢ate¢ni a koncova podminka: k(0) = k,,
M .K(T) = 0.

Pokud zndme funkéni tvar ziskové funkce I1(k(t), x(¢)) a zdkona pohybu g(k(t),
x(t)), mGzeme systém téchto rovnic vyfesit a ziskat optimalni trajektorii investic-
nich vydajl v ¢ase tak, aby byl maximalizovan zisk vdaném obdobi. V prvém kro-
ku se pokusime ze systému eliminovat multiplikator A(t), c¢ehoZ miZeme doséah-
nout zderivovanim prvniho omezeni podle ¢asu t. Obecné plati, Ze pokud se ndm
podafii zjednodusit systém rovnic do dvou diferencialnich rovnic, je velka Sance,
Ze problém bude analyticky feSitelny. To vSak neni pravidlem a komplikovanéjsi
systémy budou feSitelné pouze numericky za pouZziti pocitace.

b) Spotfeba béhem Zivotniho cyklu

Castym ptipadem aplikaci teorie optimalni kontroly jsou riistové modely popi-
sujicitrajektorii spotieby ekonomického agenta v ¢ase. Jeho cilem je maximalizo-
vat uZitkovou funkci pfi daném rozpoétovém omezeni a pfi respektovani vycho-
zich podminek. Tento model byl obecné popsan vyse, nyni si priblizime jeho
variantu pro konkrétné specifikovanou uzitkovou funkci a po¢ateéni a koncové
podminky.

Predpokladejme, Ze ekonomicky agent maximalizuje uzitkovou funkci u(c(t)),
kterd se rovna prirozenému logaritmu spotieby v daném case t, tedy: u(c(t)) =
In(c(t)), a je vybaven pocateéni zdsobou bohatstvi w(0) = 0, tj. nema na za¢atku
Z74dné bohatstvi. Své bohatstvi vS§ak mdze ovlivnit praci, nebot je v kazdém oka-
mziku pfifjemcem konstantniho dlichodu y, ktery budutrati (pfeméni na spotiebu
c( )) nebo prevede do dal$iho obdobi pomoci dspor s( ). Na stav bohatstvi w(t)
plsobi jak Uspory s(t) v jednotlivych ¢asovych okamzicich, tak exogenné dana

4) Kapitalovd zdsoba k(t) je stavova proménnd, investi¢ni vydaje x(t) jsou Fidici proménna.
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Urokovad sazbar, o které predpokladédme, Ze je béhem celého Zivotniho cyklu kon-
stantni. Pro jednoduchost rovnéz predpokladejme, Ze subjekt nezanechéa dédictvi
a veskeré naakumulované bohatstvi sdm béhem Zivota spotiebuje (w(7) = 0).
Problém, ktery ekonomicky agent fesi v ¢asovém intervalu mezi c¢asem 0 do 7, Ize
formalné zapsat jako-

max e “"n c(t)dt
{cla}

vzhledem k: W(t) = s(t)+rwit)
= c(t) + s(t)
W(O) =0,w(l) =0

Ekonomicky agent diskontuje svoji uzitkovou funkciln ¢(t) diskontnim fakto-
rem e a maximalizuje ji v rdmci celého svého zivotniho cyklu vzhledem k zakonu
pohybu, ktery uré¢uje dynamiku rdstu/poklesu bohatstvi, k rozpoétovému omeze-
niy=c(t)+s(t) avzhledemk pocatecnia koncové podmince omezujici bohatstvi.

Ve vétsiné ptipad( se jako vhodné jeviredukovat pocet rovnic omezeni pomo-
ci vzdjemné substituce. V této Uloze je mozné rozpocétové omezeni vyjadrit jako
s(t) = y - c(t) a substituovat jej do zékona pohybu. Ziskame tak intertemporalnf

rozpoc¢tové omezeni ve tvaru: w(t) + c(t)= y+rwlt).

Pro srozumitelnost jen dopliime, Ze stavova proménna v takto specifikovaném
modelu je bohatstvi w(t) a fidici proménna spottreba c(t). Hamiltonidn soucasné
hodnoty je pak roven:

He=In c(t)+ n(@)rwlt) + y — c(t)].

Pouzitim principu maxima ziskame:

Mo e
ac c(t) s
= pult) = ) > el = p)= = ule)
H ity > wity=rwit)+y —clt)
ou

Kombinaci prvnich dvou rovnic ziskdme diferencialni rovnici prvniho fadu:

_ o) _clo)
wult) ~ cle)

Jejim fe$enim je optimalni trajektorie spotieby: c(t) = ¢, kde ¢ je konstan-
ta. Vime v$ak, Ze v poc¢atec¢nim obdobit = 0 je ¢(0) = ¢ a konstanta nenitedy ni¢im
jinym nez pocatecni hodnotou spotfeby v ¢ase 0.

Pokud by nés zajimala hodnota ¢ (nasledujici vyklad uZ nesouvisi s principem
maxima, nebot optimalni trajektorie je jiz zjisténa, ale tyka se feseni diferencial-
nich rovnic), pak je nutné zapojit do feseni i zakon pohybu, pfesnéji substituovat
do néj optimalni trajektorii spotreby:

w(t) = y+rw(t) — c(0)e" "
Vynasobime-li obé strany pfedchozi rovnice e ziskame:
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. ) . ow(t)e™ )
w(t)e™ —rwl(t)e™ = ye™ - c(0)e™, kde leva strana je rovna # Integrova-

—rt —pt

+c0)—.
p

nim dostaneme: witle" =w — Y

’
Dvojici integraénich konstant {w,c(0)}odvodime pouzitim poééateéni a konco-
c .
vé podminky: w(0) = w(7) = 0. Prot = 0 platiw = %— —— a dosadime-li tento
p

0
vztah zpét, ziskdme: w(t)le™ = %(1 —e") - &(‘I —e”).Prot = Tvyraz vede k fese-
C o yp=e")
o="2""° 1
neO= e

Optimalni trajektorii spotfeby tak pfi znalosti poc¢atecni optimalni spotieby Ize
zapsat jako:

yp 1—e") gt
r 1-e’)

K naprosto identickému vysledku dospéjeme, pouzijeme-li Hamiltonidn misto
Hamiltonidnu souc¢asné hodnoty. Proilustraci uvedhe i tuto cestu feseni. Hamilto-
nian ma tvar: H=e"Inc(t) + M(t)(y — c(t) + rw(t)). Pouzitim principu maxima ziska-
me trojici podminek:

c'(t)=

oH 1
e 0 T eyt

H_ ity = rt)=—iw

ow

aH . .

5= w(t) = wlt)=rwl(t)+y— clt)

Regenim druhé z té&chto rovnic uréime At) jako A(t) = de™
Dosazenim A(t) do prvni rovnice odvodime optimalni spotfebu v Case t:
e’ 1 — 1
c'(t)= =—e" M=¢e" ™ kdec==
o et A A
Porovnanim tétorovnice s pfedchozim vysledkem, ke kterému jsme dospéli
pouzitim Hamiltonidnu souc¢asné hodnoty, ovérime, Ze trajektorie optimalni spot-
feby je v obou ptipadech identicka, a to c(t)= ce" ",

6. Zaver

Ptispévek popisuje jednu z moznych cest feSeni dynamickych optimaliza¢nich
uloh —metodu principu maxima. Dynamické optimaliza¢ni Ulohy jsou jednou z ne-
dilnych soucasti soudobé makroekonomie, kterd se snazi o respektovani mikro-
ekonomickych zéakladl (teorie spotiebitele a teorie firmy) a zdroven o zohlednéni
faktoru ¢asu. Pochopeni metody principu maxima otevie ¢tenari dvefe do nemalé
¢asti nejmodernéjsi ekonomické literatury, tykajici se napf. teorie rlistu a optimali-
za¢nich modeld monetarni ekonomie. Cela fada vyzkumnych praci z oblasti eko-
nomie pracuje s dynamickou optimalizaci, autofi vétSinou specifikuji model a
poté prezentuji jeho vysledky. Samotné odvozeni vysledkd byva velmi ¢asto vy-
nechano a predpokladda se, Ze ¢tendf pouzitou metodu dostate¢né ovlada.
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Metoda principu maxima odvodi z Hamiltonidnu sadu nutnych podminek, kte-
ré spolu s pocateé¢ni a koncovou podminkou stavové veli¢iny umozni odvodit op-
timalni trajektorii fidici proménné. Ndasledovani této optimalni trajektorie fidici
proménné povede k maximalizaci cilové funkce v daném ¢asovém useku. Opti-
malnitrajektorii fidici proménné nicméné ndsledovat nemusime — systém se vyvi-
ji podle vnitini dynamiky dané zdkonem pohybu, ktery je jednou z omezujicich
podminek feSeni. Nendsledovani optimalni trajektorie fidici proménné samoziej-
meé povede k niz§i hodnoté cilové funkce, cozZ je vlastnost, ktera vyplyvéa ze samé
povahy optimalizace — jiné nez optimalni feSeni musi vést k hor§imu vysledku.

Vyhodou metody principu maxima je moznost jejiho témér mechanického ap-
likovani na Sirokou fadu dynamickych (ekonomickych) problémd( ve spojitém
Case. Princip maxima lze vSak s Uspéchem aplikovati v jinych oborech —(napf. fy-
zice). Kromé maximalizaénich dloh Ize metodu pouzit po trividlni dpravé cilové
funkce i na Ulohy minimalizaéni. Omezeni metody spociva ve faktu, Ze jde o pfi-
stup zaloZeny na préci se spojitymi veli¢inami — ne vSsechny ekonomické ulohy je
snadné ¢i vhodné ve spojitém ¢ase vyjadrit. Pro Ulohy, které maji diskrétni charak-
ter, tedy napf¥. vétSinu empirickych studii, je nutné pouzit Bellmanovu rovnici a dy-
namické programovani.
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that is suitable for solving dynamic optimalization problems in continuous time.
Modern mainstream macroeconomics stresses microeconomics principles of solved
problems. However, the application of the standard microeconomic approach - the
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