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Uvod

Sledovani velikosti a vyvoje piijmi a mezd je zakladni soucasti ivah o ekonomické
situaci statli a jejim vyvoji. Podrobné idaje o pfijmech (mzdéach) jsou vychodiskem
pro analyzy a ivahy expertd v riznych oblastech a spravnich organech, stejné tak jsou
v centru zajmu vetejnosti. Pfijmy domécnosti, analyzované v tomto textu, jsou odrazem
socialn¢ ekonomického vyvoje spolecnosti, ale také silné ovliviiuji jeji stav, nebot
ovliviiyji chovani domacnosti jako zakladnich ekonomickych a socialnich subjektt.
Sledovani vyvoje pfijmi a vydaji domacnosti umoziuje analyzovat situaci, se kterou
se tyto spolecné hospodatici skupiny jednotlivci setkavaji, a na jejimz zakladé planuji
své kratkodobé i dlouhodobé chovani. Znalost pravdépodobnostniho rozdéleni piijmu
(nejen pouze jejich vySe nebo proménlivosti) umoziluje odhadovat dalsi charakteris-
tiky a hledat odpovédi na otazky, které jsou (nebo mohou byt) kladeny. Na velikosti
piijmt domécnosti zavisi také riizné charakteristiky nebo indexy, které se snazi kvanti-
fikovat kvalitu zivota nebo charakterizuji chudobu ¢i aspon jeji nebezpeci (ohrozeni
domacnosti padem do chudoby). Proto je hledani vhodnych modell pro piijmy stale
aktudlnim problémem, ke kterému je v bohaté literatufe vénované tématu piistupo-
vano nejriznéjsimi zplisoby. Neméné dulezitym problémem, ktery je tfeba fesit, je
konstrukce spolehlivych piredpovédi budouciho vyvoje piijmu, které by bylo mozné
vyuzit pro odhady spotieby domacnosti nebo tieba danového vynosu.

Udaje charakterizujici velikost a vyvoj piijmi ¢eskych doméacnosti pro jednotlivé
roky, stejn& jako jejich analyzy z nejriizn&jsich pohled, publikuji pravidelng Cesky
statisticky ttad (CSU, 2014) a ministerstvo prace a socidlnich véci (MPSV, 2014).
V literatufe je mozné najit velké mnozstvi praci, které se ptijmy a jejich rozdélenim
zabyvaji, jejich piehled presahuje moznosti tohoto textu. Existuje také mnozstvi stati-
stickych metod a postupt, které mohou pomoci pii analyze dat tykajicich se pfijmu
a poskytnout informace, které by podpoftily rozhodovani experti riiznych ekonomic-
kych a spolecenskych zaméfeni. Smés rozdéleni je pouzita pro modelovani pifijmu
(a jejich nerovnosti) ve Velké Britanii v praci Flachaire, Nunez (2007). Kromé
sledovani pfijma v jednotlivych zemich lze nalézt také studie, zabyvajici se srovna-
nim piijma v riznych statech nebo regionech, napiiklad studie Pittau, Zelli (2006).

*  Vyzkum byl podpoien projektem IP 400040 v ramci institucionalni podpory védy Fakulty
informatiky a statistiky Vysoké skoly ekonomické v Praze.
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Z praci tykajicich statistickych modelii rozdéleni mezd nebo pifjmi v Ceské republice
a pouzivajicich jednorozmérné logaritmicko-normalni rozdéleni nebo model konec-
nych smési rozdéleni uved'me aspon Bilkova (2012), Bartosova (2006), Mala (2013)
nebo Marek (2010). Jiny pfistup (ekonometricky) je zvolen v praci Vecernik (2013).
Obdobny model vicerozmérného normalniho rozdé¢leni jako v predkladané studii byl
(pro piijmy z let 2005-2008) publikovan v ¢lanku Bartosové, Longford (2014). Clanek
obsahuje analyzu ekvivalizovaného piijmu podle modifikované metodiky Organizace
pro hospodatskou spolupraci a rozvoj (dale OECD) a zabyva se konstrukci smési ve
shodném modelu, stejné jako tento text.

Rozdéleni ptijmt (jakéhokoliv typu) v populaci je velmi nehomogenni. Model
predkladany v tomto textu vychazi z predpokladu, ze v silné nehomogenni populaci
domacnosti je mozné nalézt homogennéjsi podmnoziny (dale komponenty), piijmy
uvniti téchto komponent zkoumat oddélené a nakonec rozdéleni piijma pro vSechny
domacnosti dohromady konstruovat pomoci vazeného priméru komponentnich
s vhodnymi vahami, které by odrazely zastoupeni jednotlivych komponent v celé
populaci. Takovy model poskytuje informace o jednotlivych komponentach a jejich
vyvoji, o zastoupeni jednotlivych komponent mezi vS§emi domacnostmi a také lepsi
model pfijmi pro vSechny domdacnosti, nez by poskytlo jedno jediné rozdé€leni. Jednou
z moznosti je pouzit pro tvorbu jednotlivych slozek znamé (pozorované) tdaje,
jako vzdelani osoby v ¢ele domacnosti (pfipad¢ partnera nebo partnerky), bydliste,
zaméstnani (osoby v Cele nebo partnera ¢i partnerky), napiiklad Mala, 2013. Pokud
jsou takové vysvétlujici proménné vhodné zvoleny, miize model smési poskytnout
vylepSeni proti jednodu$§im modelim. V tomto textu ovSem budeme predpokladat,
ze prislusnost domacnosti do jednotlivych komponent nelze pozorovat (neni znama).
Cilem je posoudit, zda Ize opravdu takové podmnoziny nalézt (pii volbé pfiiblizné
normalniho rozdéleni pro logaritmy analyzovanych piijmi) a zda vysledny model je
lepsi nez v ptipadé jednoho rozdéleni, a dale posoudit, zda je takovy model schopen
konkrétni domacnosti do jednotlivych komponent zatadit (klasifikovat). Posledni cil je
vlastné ulohou shlukové analyzy. Model je odhadnut pro ekvivalizované ¢isté piijmy
domacnosti (podle metodiky OECD) a pozornost je vénovana také jinym moznos-
tem urceni poctu ekvivalentnich jednotek a zavislosti postaveni domacnosti ve vybéru
vzhledem k riiznym metodikam.

Predpokladejme, ze analyzovana data tvofi udaje o Ctyfech nasledujicich letech
2007-2010 (doba, po kterou doméacnosti ziistavaji v $etfeni Zivotni podminky; CSU,
2014) a ze mame k dispozici domacnosti, které byly zatfazeny do Setfeni ve vSech
sledovanych letech. Jedna se tedy o Ctyfi opakovana pozorovani piijmi a velkého
poctu dalSich charakteristik domacnosti. Jednou z moznosti, jak sledovat rozdéleni
prijmt v jednotlivych letech, je hledat model pro kazdy rok zvlast, v takovém piipadé
ovSem nevyuzivame znalosti individualniho vyvoje pfijmt jednotlivych domacnosti
ve sledovanych letech. Proto je v tomto textu vyuzito ¢tyfrozmérmé normalni rozdéleni
pro popis rozdéleni logaritmii celkovych Cistych celkovych ekvivalizovanych ptijmui
tak, aby bylo mozné zohlednit sdileni ptijmt a vydajt ¢leny jedné doméacnosti, ale také
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skutecnost, ze vétsi domacnost pro stejny zZivotni standard potiebuje vétsi prostiedky.
Zkoumané piijmy je mozné chapat jako pfijem standardizované domacnosti, nebo
také jako ekvivalizovany pfijem na jednoho ¢lena. Vicerozmérny model samoziejmée
poskytuje tplnou informaci o vSech marginalnich rozdé€lenich, a tedy také o jednoroz-
meérnych rozdélenich ptijmu v jednotlivych letech.

Zminény ekvivalizovany piijem neni jedinou moznosti, jak 1ze zohlednit velikost
a strukturu domacnosti. Dalsi moznosti je uvazovat pfimo pocet ¢lenti nebo pocet
jednotek podle OECD, které také zohlednuji pocet ¢lenti a jejich vek, nicméné nedavaji
tak velkou vahu sdileni vydaji ¢leny domacnosti jako modifikovanad metodika OECD.
Vztahy mezi velikosti ekvivalizovanych piijmil ur¢enych podle téchto tfi definic jsou
zkoumany v prvni ¢asti textu. Neexistuje jedna vSeobecné pouzivana metodika, ktera
by zajistovala stejny zivotni standard (EUROSTAT, 2014), metodika v tomto textu
je shodna s metodikou v analyzach Eurostatu, diive ozna¢ovana jako metodika podle
Evropské Unie (dale EU).

Sledované &tyileté obdobi zacina po vstupu Ceské republiky do EU v hospodaisky
ptiznivych letech pfed ekonomickou krizi a pokracuje do roku 2010, kdy atlum zptso-
beny krizi prechazel do recese. Proto ve sledovanych letech neni mozné predpokladat
pozvolny plynuly vyvoj (rist) o¢ekavany v ekonomicky ptiznivych letech (naptiklad
Bartosova, Longford, 2014 pro roky 2005-2008). V letech 20062008 rostly mzdové
ptijmy (kolem 7 % ro¢n¢), situace na trhu prace byla velmi ptizniva a panoval optimi-
smus ekonomickych subjektti i domacnosti vzhledem k budoucnosti. Ekonomicka
konjunktura vedla k velkému zvyseni prosperity domacnosti v Ceské republice. Toto
obdobi (zacinajici jiz v roce 2004) bylo vystiidano ekonomickou krizi a nasleduji-
cim obdobim utlumu. V roce 2008 byla zavedena superhruba mzda a rovna 15% dan
z ptijmu fyzickych osob, byl upraven systém slev a odpoctti od zakladu dan€ a zménény
podminky pro pobirani davek statni socialni podpory i jejich vyplacené ¢astky. Rok
2009, krizovy pro ekonomiku jako celek, neznamenal pro ¢eské domacnosti (na rozdil
od firemni sféry) vyznamnou negativni zménu. Na Ceské domacnosti mél takovy vliv
spiSe dalsi vyvoj, ktery byl spojen s restriktivni hospodatskou politikou (SOCR, 2014).

1. Metodologie

Uvazujme tedy ctyirozmérné nadhodné vektory X (ekvivalizované celkové Cisté ro¢ni
ptijmy ceskych domdcnosti v letech 2007-2010 v K¢) a Y = In X (vektor logaritmt
pfijmi v K¢). Budeme pfedpokladat, Ze ndhodny vektor logaritmil ekvivalizovanych
piijmi Y ma (Ctyfrozmérné) pravdépodobnostni rozdéleni popsané smesi K (v tomto
textu volime K = 2—4) ¢tyfrozmérnych normdlnich rozdéleni, kterd budeme znadit
Ny(w;, X)) kde p; jsou vektory stfednich hodnot, X; jsou kovarianéni matice kompo-
nent, j = 1, ..., K. Hustoty komponentnich rozd€leni oznacime f(y; w;, L)) = f{(y; W)
kde vektor y obsahuje vSechny nezndmé parametry modelu. Hustota f modelu smési
(hustota rozd¢leni vektoru Y) ma v takovém piipad¢ tvar vazeného aritmetického
priméru hustot jednotlivych komponent s vahami z;
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Vektor y obsahuje K—1 vah 7; jednotlivych slozek (K-t4 véha je rovna dopliku
souctu predchazejicich vah do jednicky), K vektorti neznamych parametrd komponent-
nich rozd¢€leni obsahujicich slozky vektori stfednich hodnot p; (celkem 4K parametr(1)
a K kovarianCnich matic X, (celkem 10K parametrii vzhledem k symetrii kovariancni
matice). Pokud neklademe dal§i omezeni na tvar kovarian¢nich matic, jedna se celkem
o 15K—1 parametrti.

Predpoklad o stejnych kovarianc¢nich maticich, slozek nebo dokonce diagonal-
nich kovarian¢nich maticich (to znamena tézko obhajitelny predpoklad nezavislosti
logaritmutl piijmut v jednotlivych letech) snizuje pocet parametrii a vyrazn¢ zjednodu-
Suje numerické hledani odhadti parametra (podle McLachlan; Peel, 2000). V ptipadé
prezentovaného modelu s pouze malym poctem slozek se tyto modely ukéazaly byt
nevhodné, nebot’ nevystihovaly dobfe analyzovana data (v ptipad¢ volby kovarianc-
nich matic nezavislych na komponentach i diagonalnich kovarian¢nich matic) nebo
neposkytovaly informaci o piedpokladané zavislosti pfijmi v jednotlivych letech
(v ptipadé volby diagondlnich kovarian¢nich matic). Dosazeni dobré aproximace
empirického rozdeleni zminénymi modely je mozné, nebot’ teoreticky lze jakékoliv
rozdéleni aproximovat libovolné pfesné i zminénymi modely s omezenim na kovari-
an¢ni strukturu (McLachlan; Peel, 2000), bylo by ale nutné pouzit vyrazné¢ vétsiho
poctu komponent. V takovém piipadé by nebylo mozné nalézt interpretaci pro kompo-
nenty modelu ani dostatecné presné odhadnout parametry. Z vicerozmérného vyrazu
(1) 1ze nalézt jednorozmérna rozdéleni logaritmi ro¢nich pfijmu jako smés normalnich
rozdéleni, a tedy pro pfijmy v jednotlivych komponentach dostavame logaritmicko-
-normalni rozdé&leni. Parametry téchto rozdéleni Ize vycist z (1) a jejich odhady (slozky
vektorti p; a diagondlni prvky kovarian¢nich matic) jsou obsazeny v odhadu vektoru .

Pro j = 1, ..., K oznaCime Y; ndhodn¢ vektory s rozdélenim N,(w;, X;). Potom
muzeme pro strednl hodnotu a kovarlancnl matici logaritmu pifjma Y psat

E(Y)= Z”E< )= Z”” a Zy Z”jzﬂrzﬂj(”j_“Y)(“f_”v)l‘ 2)

Vektor stfednich hodnot vektoru Y je tedy opét vazenym aritmetickym primérem
vektort stiednich hodnot slozek. Druha ¢ast vzorce (2) je zobecnénim znamého vztahu
pro rozklad rozptylu, ktery pocita celkovy rozptyl nahodné veli¢iny z rozptyll vnitros-
kupinovych a meziskupinovych. Zalezi tedy nejen na kovarian¢nich maticich (prvni
¢ast vzorce pro Xy v (2)), ale také na odchylkach komponentnich stfednich hodnot
od celkové stfedni hodnoty (druhd ¢ast vzorce vyrazu pro Xy).

Pro nalezeni maximaln¢ vérohodného odhadu neznamych parametrti se pouziva
numericky EM algoritmus (McLachlan; Peel, 2000, Boldea; Magnus, 2009). Piesnost
odhadli je mozné najit pomoci bootstrapu (McLachlan; Peel, 2000; Benagli et
al., 2009). Vsechny numerické postupy spojené s odhady pro data v fadu nékolika
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tisic pozorovani umoznuji pouzit asymptotické vlastnosti odhadu, jsou vSak ¢asové
i vypocetné velmi narocné a je tieba fesit numerické problémy s odhadem spojené.
Pro porovnani jednotlivych modell (pro rizny pocet komponent) je mozné pouzit
informacni kritéria, kterd jsou schopna zohlednit kvalitu prolozeni dat a pocet parame-
tr modelu. V tomto textu byly modely porovnany pomoci Akaikeova informacniho
kritéria, které je zalozeno na hodnoté logaritmické vérohodnostni funkce v nalezeném
minimu a po¢tu parametra.

Pouzity model nepracuje s zadnymi vysvétlujicimi proménnymi (jako by mohlo
byt naptiklad vzdélani jednotlivych ¢lenti domacnosti, pocet ekonomicky aktivnich
¢lentl, pocet déti nebo velikost a poloha bydlisté domdcnosti), a neni tedy znama
(pozorovana) ptislusnost domacnosti ke slozkam a dokonce ani pocet téchto slozek.
Na zékladé odhadnutého modelu (odhadu  parametru y je ovSsem mozné odhad-
nout pro kazdou hodnotu pifijmu y posteriorni pravdépodobnosti P( j |y) j=1..K
prislusnosti domacnosti do jednotlivych slozek podle vzorce

. i fi(y;¥)
Plily)= ]f(jy; v

Tento postup spojuje predkladanou metodu se shlukovou analyzou, nahrazujeme jen
slovo komponenta (slozka) slovem shluk, téz Bartosova, Longford (2014). Pti shluko-
vani byla domacnost zafazena do shluku s nejvétsi posteriorni pravdépodobnosti.

Vsechny potiebné vypocty byly provedeny v programu R (RCORE, 2014), pro odhad
neznamého vektoru parametrli vicerozmérnych modeli byl pouzit EM algoritmus imple-
mentovany v balicku MIXTOOLS (MIXTOOLS, 2014; Benaglia et al., 2009).

)

2. Data a vysledky

V nasledujici analyze jsou pouzita data z vyb&rového Setfeni Zivotni podminky
(narodni modul evropského Setfeni European Union Statistics on Income and Living
Conditions; EU-SILC) provadéného Ceskym statistickym ufadem v letech 2008—2011.
Tato Setfeni obsahuji udaje o piijmech domdacnosti z let 2007-2010, byly pouzity
pouze udaje domécnosti, které byly zahrnuty do vSech téchto ¢tyt Setieni (data neobsa-
huji chybgjici pozorovani). Cilem Setfeni Zivotni podminky je dlouhodobé a pravi-
delné ziskavat srovnatelna data o socialni situaci domacnosti, ktera jsou diky jednotné
metodice porovnatelna i s dal§imi zemémi EU (CSU, 2014). V analyze bylo pouZito
4 873 domacnosti s udaji o piijmech a charakteristikach poctu osob a jejich vékové
struktuie, obsazené v tidajich o poctu ¢lenti a prfepoctenych ekvivalentnich jednotkach
podle modifikované metodiky OECD (dale oznacime pocet jednotek msj). Podle této
metodiky ma prvni dospéla osoba ma vahu 1, dalsi osoby starsi 13 let 0,5 a déti do
13 let 0,3. V metodice podle OECD (pocet jednotek oznac¢ime dale s7) ma prvni dospéla
osoba vahu 1, dalsi osoby starsi 13 let 0,7 a déti do 13 let 0,5). Ve zkoumanych letech
2007-2010 doslo v Ceské republice k malému poklesu poétu ekvivalentnich jednotek
(pro pocet ¢lent domécnosti z 2,30 na 2,27, pro pocet ekvivalentnich modifikovanych
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jednotek OECD z 1,58 na 1,56) podobné jako ve zkoumanych domacnostech (CSU,
2014)).

Cisty ekvivalizovany pifjem domacnosti uréeny podle modifikované metodiky
OECD, jehoz rozdeleni budeme modelovat, ozna¢ime CPMSJ, ekvivalizovany piijem
uréeny podle metodiky OECD ozna¢ime CPSJ a pifijem na jednoho ¢lena domacnosti
(téz per capita) CPPC. Vsechny tyto rizné typy ekvivalizovanych piijmi Ize zapsat
ve tvaru

cisty rocni prijem domdcnosti (v K¢)/pocet ekvivalentnich jednotek. 4)

Uvazime-li definici ekvivalentnich jednotek, plati msj <sj <pc kde rovnosti je dosaZeno
pro jednoclenné domacnosti. Vzhledem k (4) pak plati

CPMSJ > CPSJ = CPPC.

Lze predpokladat, Ze kromé toho, Ze jsou ekvivalizované piijmy takto sefazeny
podle velikosti, jsou vSechny sledované ekvivalizované piijmy (podle riiznych definic)
také vazany (vzdy pro kazdy rok zvlast i v jednotlivych letech). Zavislost v ¢ase pro
jednotlivé komponenty je popsana pomoci modelu, zavislost v jednotlivych letech
1ze popsat pomoci korelac¢nich koeficient. Pokud predpokladame piiblizn¢ normalni
rozdéleni logaritmt piijmi (logaritmicko-normalni rozdéleni je povazovano za piija-
telny model pro rozdé¢leni ptijmu (Bilkova, 2012; BartoSova, 2006)), vhodnym popisem
pro linearni zavislost jsou korela¢ni koeficienty uvedeny v tabulce 1.

Tabulka 1

Korelaéni koeficienty mezi logaritmy ekvivalizovanych pfijmt CPMSJ, CPPC a CPSJ
pro jednotlivé roky

proménné 2007 2008 2009 2010
InCPPC, InCPMSJ 0,865 0,854 0,865 0,863
InCPPC, INCPSJ 0,952 0,948 0,953 0,953
INCPMSJ, InCPSJ 0,976 0,974 0,975 0,975

Zdroj: vlastni vypocty

Z tabulky 1 je vidét, ze vSechny hodnoty koeficient jsou velmi vysoké a pohybuji
se v intervalu 0,85-0,98, pro vSechny roky je nejvyssi hodnota zaznamenana mezi
prijmy CPMSJ a CPSJ (posledni fadek tabulky 1). Je tfeba také vzit v ivahu, ze logarit-
mus zkoumané veli¢iny (4) je roven rozdilu logaritmt obou proménnych. Logaritmus
celkového piijmu je shodny pro vSechny tii piijmy a hodnotami v intervalu 8,5-14
pfevySuje logaritmy poctu ekvivalentnich jednotek, které nabyvaji hodnot od 0 (pro
jednoclenné domécnosti) do 2,4 (pro nejvétsi domacnosti s 11 ¢leny).

Jiny pohled na zavislost sledovanych ekvivalizovanych pfijma poskytuje posta-
veni jednotlivych domacnosti v usporadaném vybéru jednotlivych ekvivalizovanych
prijmt. Piedpokladejme, ze byly pro vSechny tii sledované ekvivalizované piijmy
(a vSechny Ctyfi roky) urceny kvartily v jednotlivych letech a u kazdé domacnosti byla
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(pro vSechny typy pfijma a vSechny roky) nalezena ¢ast vybéru, ve které se domac-
nost naléza (¢tvrtina nejmensich piijma (I, od minima do dolniho kvartilu), ¢tvrtina
nizsich stfednich (II, od dolniho kvartilu do medianu), ¢tvrtina vyssich stfednich
(IIT, od medianu do horniho kvartilu), ¢tvrtina vysokych ptijmi (IV, od horniho kvartilu
do maximalni hodnoty). V tabulce 2 jsou uvedena procenta domécnosti, které jsou
ve stejnych ctvrtinach podle vSech piijmu, a dale procenta téch, které jsou ve skupiné
nejmensich (skupina I), ve skupiné nejvétsich (skupina 1V) a ve stfedu (skupiny
II a III). Uvedena procenta jsou stabilni v jednotlivych letech, necelych 60 % doméac-
nosti je ve stejné ctvrting piijmu pro vSechny tfi definice, podobné procento plati pro
Ctvrtinu nejmensich piijmui. Vice domacnosti (necelych 70 %) je v prostfedni poloviné
a nejvyssi shoda je pro vysoké ptijmy ze ctvrtiny IV (témét 80 %).

Tabulka 2
Procenta domacnosti ve shodnych ¢étvrtinach vybéru v jednotlivych letech (I-1V) a dale
v délenil, Il + 111, IV

stejna ctvrtina Etvrtina | Ctvrtina IV Ctvrtiny 1l a 11l
rok v§echny pfijmy v§echny prijmy vSechny prijmy v§echny pfijmy
2007 57,1% 57,5% 81,3% 66,7 %
2008 55,2% 54,7% 77,6 % 66,0 %
2009 56,4 % 56,3 % 78,4% 67,0%
2010 56,8 % 57,0% 79,4 % 68,0 %

Zdroj: vlastni vypocty

Pokud jde o zavislost v ¢ase, ve stejné skupiné (definované kvartily) jako v roce
2007 do roku 2010 zlstalo 60 % domécnosti (a vzdy ve dvou nasledujicich letech pres
88 %) pro vSechny piijmy.

V tabulce 3 jsou uvedeny popisné charakteristiky sledovaného ekvivalizovaného
piijmu. Za zaklad bereme vybérové hodnotu pro ekvivalizovany piijem CPMSJ, pro
ktery jsou uvedeny hodnoty vybérovych charakteristik polohy (aritmeticky primér
a median) a variability (smérodatna odchylka S, kvartilova odchylka O (polovina
kvartilového rozpéti) a variacni koeficient V). Pro dalsi dva piijmy jsou v tabulce 3
uvedena procenta hodnot pro ptijmy CPSJ a CPPC (s vyjimkou posledniho fadku
tabulky, kde je uvedena procentni zména hodnoty ve sloupci od roku 2007 do 2010),
kde zékladem je odpovidajici hodnota pro CPMSJ (leva cast tabulky). Pfijmy jsou
uvazovany bez zohlednéni inflace, ve sledovanych letech byla celkova inflace rovna
7,8 % (CSU, 2014). Ve sledovanych letech rostly v domacnostech ve vybéru charak-
teristiky polohy i variability piijmu, celkovy nartist byl vE&tsi nez inflace. Je vidét, ze
median piijmu CPSJ je kolem 86 % medianu ekvivalizovaného piijmu podle modifi-
kované metodiky OECD ve vSech letech a median pfijmu na jednu osobu je pfiblizné
75 % medianu tohoto piijmu.
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Tabulka 3
Popisné charakteristiky pfijmu CPMSJ (K¢€), varia¢ni koeficient V (leva €ast), procenta
medianu a kvartilové odchylky pro CPSJ a CPPC (100% je odpovidajici hodnota pro CPMSJ).

rok CPMSJ (K&) CPSJ CPPC

pramér median S Q \% median Q median Q

2007 175315 | 156 414 81149 40 020 46,3% 86,5 % 76,7% 74,2% 60,5%

2008 189403 | 168 760 93 699 42 009 49,5% 86,9 % 78,7 % 74,4 % 62,6 %

2009 195418 | 173 408 | 102 597 41908 52,5% 87,5% 79,1% 75,4 % 67,1%

2010 197 113 | 176 839 92724 43 316 47,0% 87,8% 79,6 % 75,1% 67,8%

Zména +12% +13% +14% +8% - +15% +12% +14% +21%

Zdroj: vlastni vypocty

Z tabulky 3 je také patrné, Ze rozdéleni piijmu CPMSJ je kladné zeSikmené
(primérné hodnoty jsou vétsi nez medidny, koeficienty Sikmosti (neuvedeno v tabulce)
jsou kladné a nabyvaji hodnot od 2,9 do 6,5 pro vSechny roky a vSechny typy ekvivali-
zovanych pfijmi). V piipadé logaritmovani hodnot (tak jako v tabulce 1) se koeficienty
Sikmosti zmensi na hodnoty od —0,1 do 0,4, stale jest¢ ale neni vhodné predpokladat,
ze logaritmy pochazeji z normalniho rozdé¢leni (to by odpovidalo jednoslozkovému
modelu smési, volba

Pro aplikaci modelu smési s neznamou pfislusnosti ke komponentam je tfeba
zvolit (nebo odhadnout) vhodny pocet komponent K. K tomuto i¢elu je mozné pouzit
grafické metody, bootstrapovy test nebo, tak jako v predkladané analyze, informacni
kritéria. Analyzovanymi daty byly prolozeny modely smési (1) pro K = 1 (pouze pro
srovnani) az pro K = 9 a byl sledovan pribéh hodnot Akaikeho informacéniho kritéria
(minimalni hodnoty bylo dosazeno pro K = 7) a Bayesovského informac¢niho kritéria
(minimum pro K = 8). V obou kritériich dochazelo k rychlému poklesu hodnoty do étyt
komponent, pak se pokles zpomalil. Pfedkladany model je mozné povaZzovat pouze
za uzitecny popis rozdeleni (téz BartoSova; Longford, 2014), proto byly jako kompro-
mis mezi kvalitou modelu a numerickymi moznostmi zvoleny jako optimalni modely
se tiemi a Ctyfmi komponentami (odpovidd doporucenim z Bartosova; Longford,
2014). Tyto modely umoziovaly nalézt dostate¢né presné odhady parametru (44 pro
K =3 a59 pro K =4 a prehledné interpretovat vysledky. Hodnoty Akaikeho kritéria
jsourovny 7221 pro K=2,5942 pro K =3 a4 315 pro K = 4. Nalezené slozky jsou
umglé shluky popsané pravdépodobnostnim rozdélenim a neni zfejma jejich interpre-
tace. Pro tento text bylo zvoleno posouzeni odhadnutych sttednich hodnot komponent,
velikost variability jednotlivych slozek a dale intenzita zavislosti mezi sledovanymi
roky posuzovana pomoci korela¢ni matice.

Na obrazcich 1-3 jsou nalezené slozky setazeny podle odhadnutého stfedniho
ptijmu CPMSJ v roce 2007 od nejmensi do nejvetsi hodnoty (sttedni hodnoty zaviseji
na parametrech p; i na diagonalnich prvcich kovarianCnich matic X; viz Bilkova,
2012; Mala, 2013). Rozdé¢leni pravdépodobnosti mezi jednotlivé slozky je zndzor-
néno na obrazku 1, odhadnuté stiedni hodnoty slozek a jejich vyvoj v ¢ase obsahuje
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obrazek 2. Hodnoty odhadl hodnot vektorti p (stiedni hodnoty slozek logaritmt celko-
vych piijmt) je ukazan na obrazku 3.

Odhadnuté vahy smési byly modely odhadnuty (az do tii komponent) jako piiblizné
stejn¢ velké, az pti Ctyfech slozkach byly skupiny sttedné ptijmové vice zastoupeny
nez skupiny vysoko a nizkoptijmové (obrazek 1).

Obrazek 1
Rozlozeni odhadli pravdépodobnosti slozek

100% w M 1.slozka
80% \ B 2. slozka
NN
60% 3. slozka
N

40% % 4. slozka
20%

0 THHHAHIHHL

K=2 K=3 K=4

Zdroj: vlastni vypocty

Odhadnuté stfedni hodnoty komponent ve smési jsou pro pocet komponent 2—4
znazormény na obrazku 2. Sloupcovy graf obsahuje odhady stfednich hodnot slozek
a jejich vyvoj v case. Z grafu je patrné, Ze model nachazel pouze jednu nadprimér-
nou komponentu, ostatni byly podprimérné. Je to proto, Ze na rozdil od piedpokladu,
model nevydéloval jednu malou skupinu s vysokymi pfijmy, ale pomérné rozsahlou
skupinu domacnosti s vys$simi piijmy (jak také ukazuje obrazek 1). V pripadé zvyseni
poctu komponent model delil domdcnosti sttedné ptijmové, ptipadné byla posunuta
skupina nizkopiijmova dolt (viz také obrazek 3).

Pro dvé slozky byly odhady parametrii rozptylu logaritmt v prvni sloZzce mensi (kolem
0,08), zatimco pro druhou slozku byly kolem 0,24. Pro tii slozky mély mensi dvé slozky
priblizné stejnou hodnotu odhadt rozptylti kolem 0,08-0,1, zatimco pro tieti slozku jsou
odhadnuté rozptyly vétsi nez 0,3. Pro ¢tyti slozky méla nejmensi odhady (ve vSech letech)
parametru rozptylu logaritmii (kolem 0,06), dalsi dv¢ slozky kolem 0,1 a nejvétsi rozptyl
ma slozka vysokych piijma s rozptylem logaritmt vétsim nez 0,3. V prvni nejmensi
slozce jsou také nejvetsi korelace piijmi v jednotlivych letech. V korela¢nich maticich
(neni uvedeno v tomto textu) je dobre vidét sila zavislosti mezi piijjmem domdacnosti
v jednotlivych letech. V prvni a tfeti komponenté jsou korelace mezi jednotlivymi roky
vyssi, dochézi k pomalému vyvoji (podle dalsiho rastu) piijmt. V dalsich slozkach jsou
vétsi odhadnuté rozptyly piijmu a také zavislost mezi roky je slabsi.
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Obrazek 2
Odhady strednich hodnot slozek rozdéleni smési, K = 2-4
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Zdroj: vlastni vypocty

Obrazek 3
Odhady stfednich hodnot slozek logaritmt
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Zdroj: vlastni vypocty
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Ukazme nyni na obrazku 3 pribéh odhadd ctyfrozmérnych stfednich hodnot
logaritmi slozek p; , j =1, ..., K, K = 2 — 4. Pro srovnani je v obrazcich uvedena
také stfedni hodnota maximalné vérohodny odhad vektoru stfedni hodnoty logaritmt
ptijmu, jestlize bychom ptredpokladali, Ze tvoii vybér ze ¢tyfrozmérného normalniho
rozdéleni. Hodnoty stfednich hodnot pro maly pocet komponent (do 4) stale rostou, je
vidét slozka s nejveétsimi hodnotami téméf spole¢na pro vSechny modely. Naopak ¢im
vetsi pocet slozek, tim nizsi jsou hodnoty vektoru pro domacnosti s nejnizsimi ptijmy.
Primér logaritmi piijmu (plna ¢ara na obrazku 2 znazoriujici primérny vyvoj) zhruba
vystihuje prostiedni slozka pro model se tfemi slozkami a druha slozka v prezentova-
ném modelu (tabulka 3) se ctyimi slozkami.

V tabulce 4 jsou uvedeny odhadnuté korelace mezi logaritmy piijmi CPEJ v jednot-
livych letech uréené z odhadli korelacnich matic pro model se ¢tyfmi komponentami.
Korelace v prvni skupiné jsou vyssi nez v dalSich slozkach a znamenaji vyssi stabilitu
v piijmech v této nizkopfijmové slozce.

Tabulka 4
Kovariance mezi jednotlivymi roky ve slozkach,

2007 2008 2009 2007 2008 2009 2007 2008 2009
2008 0,963 1 0,651 1 0,567 1
2009 0,950 0,973 1 0,385 0,632 1 0,285 0,501 1

2010 0,409 0,407 0,802 0,379 0,626 0,961 0,131 0,295 0,583

Model smési s nepozorovanou prislusnosti k jednotlivym umélym komponentam je
vlastné ulohou shlukové analyzy, kdy piedpokladame zvoleny pocet shluki K (pouzi-
vame shluk misto slozky) a snazime se je v datech identifikovat. Pfislusnost pozoro-
vani k jednotlivym shluktim (slozkam) Ize na zakladé modelu posoudit pomoci odhadu
posteriornich pravdépodobnosti (3), ze dané pozorovani piislusi k danému shluku.
Vysledky zatazeni do komponent pomoci posteriornich pravdépodobnosti jsou znazor-
nény v tabulce 5. Pro kazdou domacnost ve vybéru byla nalezena komponenta, ktera
mela nejveétsi odhadnutou posteriorni pravdépodobnost. Hodnotu této pravdépodob-
nosti vezmeme jako charakteristiku toho, s jakou jistotou model pozorovani zatazuje.
V prvnim sloupci tabulky 5 jsou uvedena procenta pro piipad, ve kterém jsou vSechny
komponenty stejn¢ pravdépodobné a pozorovani jsou do nich umistovana nahodné se
stejnymi pravdépodobnostmi. Dale tabulka obsahuje procenta domacnosti ve vybéru
s maximalnimi posteriornimi pravdépodobnostmi vét§imi nez 0,5, 0,6, 0,7, 0,8 a 0,9.
Jak lze o¢ekavat, s rostoucim poc¢tem slozek (ve sloupcich) procento domacnosti klesa,
nicméngé procento domacnosti, pro které existuje dominantni komponenta (komponenta
s odhadnutou posteriorni pravdépodobnosti vétsi nez 0,5) nekleslo v zadném modelu
pod 95 %. Nejvétsi pravdépodobnost zafazeni ma nad 0,90 pro vsechny modely aspoil
40 %, pro model se dvéma komponentami je to az 7 z 10 domécnosti.
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Tabulka 5
Hodnoty odhadnutych posteriornich pravdépodobnosti pro zafazeni domacnosti
do komponent

100/K 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
K=2 50,0 % 100,0% 94,7 % 88,9% 81,2% 68,2%
K=3 33,3% 98,5 % 87,7% 74,3% 60,0% 44,2%
K=4 25,0% 95,4 % 83,6 % 72,1% 59,2% 41,8%

Zdroj: vlastni vypocty

Vsechny modely tedy dovoluji pomérné s jistotou klasifikovat pozorovani do
nalezenych umélych slozek. Rozdil mezi modelem se tfemi a ¢tyfmi komponentami
neni velky (srovnani pfedposledniho a posledniho fadku v tabulce 5).

Zaveér

Ceské domacnosti tvofi vzhledem k p¥ijmiim velmi nehomogenni mnozinu, predkla-
dany model se snazi ve vybéru domacnosti nalézt umelé (nepozorovatelné) podmno-
ziny, které jsou homogennéjsi, a pro tyto podmnoziny nalézt vhodny popis rozdéleni
piijmui. Soucasti modelu je také odhad velikosti téchto podmnozin, respektive jejich
zastoupeni v mnozin€ vSech domacnosti.

Predkladany vicerozmérny pravdépodobnostni model odhaduje sdruzené (¢tytroz-
mérné) rozdéleni ekvivalizovanych piijmi domacnosti ve ¢tyfech nasledujicich letech,
a umoziuje tak usudky zaloZené na jakychkoliv margindlnich rozdélenich, specidlné
na jednorozmérnych piijmech v jednotlivych letech. Model také umoziiuje odhadnout
zavislosti mezi piijmy ve sledovanych letech a také na zéklad¢ posteriornich pravdé-
podobnosti slozek jednotliva pozorovani zatradit do slozek.

Byl odhadnut model s dvéma az osmi slozkami, jako kompromis mezi kvalitou
modelu (posuzovanou pomoci informaénich kritérii) a moznosti odhadnout velké
mnozstvi parametri byly vybrany pro popis rozdéleni logaritm@ pi{jmi modely se
tfemi nebo ¢tyfmi komponentami s vicerozmérnym normalnim rozdélenim (v souladu
s BartoSova; Longford, 2014).

Pro odhad ve vicerozmérmém modelu je potieba analyzovat opakovana individualni
pozorovani, coz snizuje moznost aplikace modelu. Dal$im problémem (statistickym) je
velké mnozstvi parametrd, které je tfeba odhadnout, a to, ze v feSeném problému nelze
rozumné vyuzit v literatufe navrhované postupy, jak snizit pocet parametrt, piipadné
zlepsit identifikaci modelu. V praci McLachlan; Peel, 2000 je navrhovano pouZit stejné
kovarian¢ni matice pro vSechny komponenty, nebo pouZzit matice diagonalni. V ptipadé
malého poctu komponent jsou modely tohoto typu vyrazné horsi nez model predkla-
dany (posuzovano naptiklad Akaikeovym informacnim kritériem) a odhadnuté kovari-
anéni matice jsou ruzné (rozptyly i kovariance jsou rizné v riznych komponentach)
a korelacni koeficienty nejsou malé (existuje zavislost) mezi jednotlivymi roky. Hledani
odhadt bylo casové velmi ndrocné a bylo spojeno s pomeémé velkymi numerickymi
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problémy. Nejvétsim problémem bylo nalézt vhodné pocateéni aproximace pro odhado-
vané parametry, zvlast¢ kovarian¢ni matice a pravdépodobnosti jednotlivych komponent.

Model koneénych smési ma ptimou spojitost se shlukovou analyzou, nahradime-li
pojem komponenta slovem shluk. Proto je zajimavé, jak dobie je model smési schopen
zaradit domacnosti do jednotlivych komponent (tabulka 5). Podle tabulky modely se tfemi
i Ctyfmi slozkami umoziiuji pomerné s jistotou zatazovat jednotlivé domdacnosti do slozek.

Predkladané modely je mozné povazovat za uzitecny popis rozdéleni prijmi
obecné (v této praci v letech 2007-2010), i kdyz testy dobré shody zamitaji hypotézu
o vhodnosti rozdéleni. Na zaklad¢ predkladaného modelu lze také, s jistou opatrnosti,
sestrojit kratkodobé predpovédi na nasledujici obdobi.
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MULTIVARIATE PROBABILITY MODEL FOR INCOMES OF THE CZECH
HOUSEHOLDS
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Abstract

The equivalised total net annual incomes of the Czech households (in CZK) in 2007-2010 are
analysed in the text. The set of all households is very nonhomogeneous (with respect to incomes)
and the aim of the analysis is to determine more homogeneous subsets (components) and to
describe the distribution of incomes in these components. The components are supposed to be
artificial, the membership of households in components is not known (or observable). A multivari-
ate mixture of normal distributions (four dimensional component distributions) is used to describe
a vector of logarithms of incomes, models with 2 to 9 components are fitted. Maximum likelihood
estimates of unknown parameters were found with the use of EM algorithm. Akaike information
criterion was used (accompanied by bootstraped test) and models with 3 or 4 components were
selected to be acceptable for the description of distribution of incomes. Cluster analysis was
performed in order to classify households into components and good performance of the model
was found.
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distribution of incomes, multivariate normal distribution, finite mixture of distributions, EM algorithm,

cluster analysis, maximum likelihood estimate
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